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Prof. Dr. Helge Glöckner, dr. Milan Niestijl

4. März 2024
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Themenfeld

Im Seminar erarbeiten wir Grundlagen der Differentialtopologie
anhand des (auch als elektronische Ressource in der Bibliothek
erhältlichen) Buchs

“Differential Topology”

von M. W. Hirsch (Springer-Verlag, New York, 1994) und ggf.
weiterer Literatur.

Vorkenntnisse. Etwas Grundwissen über Mannigfaltigkeiten ist
hilfreich; das Wichtigste wird in den ersten zwei Vorträgen
wiederholt und kann auch nachgelesen oder parallel in Prof.
Weichs Vorlesung gelernt werden.

(Definition von C r -Mannigfaltigkeiten und von C r -Abbildungen zwischen

solchen; Produkte von Mannigfaltigkeiten und Untermannigfaltigkeiten;

Tangentialraum TxM, Tangentialabbildungen).
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Allgemeines

Das Seminar findet mittwochs von 16:00-17:45 Uhr in E2.304 statt
und hat 15 Sitzungen.

Tafelvorträge sind erwünscht.

Vortragszeit:

c.a. 90 Minuten Redezeit bei Tafelvorträgen

Nach der Hälfte der Vortragszeit je 10 Minuten Pause!

Zu jedem Vortrag gibt es drei verpflichtende Vorbesprechungen, zu
denen individuell Termine vereinbart werden.

Schriftliche Ausarbeitungen werden nicht verlangt.

Nicht an Studierende vergebene Vorträge übernehmen die
Dozenten.
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Vortragsthemen

Vorträge 1–2: Grundlagen über Mannigfaltigkeiten (am 10.04. und
17.04.)

Diese Vorträge werden von den Dozenten gehalten.

Vortrag 3: Der Whitneysche Einbettungssatz (24.04.)

Jede Mannigfaltigkeit lässt sich in einen Vektorraum einbetten, ist
also diffeomorph zu einer Untermannigfaltigkeit von Rn.

Vorträge 4–6: Approximation in Funktionenräumen (Ersatztermin
für 01.05. sowie 08.05. und 15.05.)

Gegeben C r -Mannigfaltigkeiten führen wir Topologien auf der
Menge C r (M,N) aller C r -Funktionen von M nach N ein. Ziel ist
die Approximation solcher Funktionen durch schönere, z.B. durch
C∞-Funktionen.
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Vorträge 7 und 8: Der Satz von Morse-Sard und Transversalität

(am 22.05. und 29.05.)

Es sei f : M → N eine C∞-Abbildung zwischen
C∞-Mannigfaltigkeiten und K die Menge der kritischen Punkte
von f (also aller x ∈ M derart, dass die Tangentialabbildung
TxM : TxM → Tf (x)N nicht surjektiv ist). Dann ist f (K ) eine
Nullmenge in N.

Für zwei Untermannigfaltigkeiten M1 und M2 einer
Mannigfaltigkeit M ist auch der Durchschnitt M1 ∩M2 eine
Untermannigfaltigkeit, wenn M1 und M2 transversal sind, d.h.

Tx(M1) + Tx(M2) = TxM für alle x ∈ M1 ∩M2.

Im Falle einer C r -Abbildung f : M → N kann Transversalität von f
zu einer Untermannigfaltigkeit A ⊆ N definiert werden (wenn
a := f (x) ∈ A, muss

TaN = TaA + Tx f (TxM)

sein). Von Interesse ist die Approximation allgemeiner
C r -Abbildungen durch transversale.
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Vorträge 9–11: Vektorbündel (am 05.06., 12.06., 19.06.)

Ein Vektorbündel vom Rang n über einer Mannigfaltigkeit M sieht
lokal aus wie U × Rn mit offenen Teilmengen U ⊆ M. Ein Beispiel
ist das Tangentialbündel TM von M. Die Konstruktion und
Klassifikation von Vektorbündeln soll besprochen werden. Ist M
kontrahierbar (z.B. M = Rm), so ist jedes Vektorbündel über M
trivialisierbar, also isomorph zu M × Rn.

Vorträge 12 und 13: Tubulare Umgebungen (an Ersatztermin für
26.06., sowie am 03.07.)

Legen Sie um den Äquator der Erde einen Gürtel, so sieht dieser
aus wie ein um einen Zylinder (also das Vektorbündel Kreis x R)
gelegter Gürtel. Ähnlich lässt sich um jede abgeschlossene
Untermannigfaltigkeit N einer glatten Mannigfaltigkeit M eine
sogenannte Tubenumgebung finden, die diffeomorph zu einer
offenen Umgebung von N in einem Vektorbündel E über N ist
(wobei man x ∈ N mit 0x ∈ Ex identifiziert).
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Vortrag 14: Abbildungsgrad (10.07.)

C 1-Abbildungen f : M → N zwischen orientierten kompakten
Mannigfaltigkeiten der gleichen Dimension lässt sich eine ganze
Zahl zuordnen, der Abbildungsgrad. Dieser verallgemeinert die
Windungszahl in Fall des Einheitskreises M = N = S1. Wir wollen
die Definition des Abbildungsgrads, Eigenschaften und eine erste
Anwendung kennenlernen.

Vortrag 15: Morse-Theorie (am 17.07.)

Die Ebene ist die Vereinigung der Kreisscheiben {x2 + y2 ≤ r2}
mit r > 0; diese sind Kompakta mit glattem Rand. Analog zu
f (x , y) = x2 + y2 lässt sich auf jeder glatten Mannigfaltigkeit eine
Morse-Funktion f : M → R finden, so dass die Urbilder
{x ∈ M : f (x) ≤ r} kompakte Untermannigfaltigkeiten mit Rand
sind für generisches r .
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Weiteres Vorgehen

Teilen Sie Ihre Präferenzen für Ihr Vortragsthema möglichst bis
zum 24.3. per Email mit an glockner@math.upb.de (bitte mehrere
Präferenzen!)

Seminaranmeldung

Zusätzlich zur Anmeldung für das Seminar muss die
Prüfungsanmeldung für den Vortrag erfolgen.

Die Teilnahme an drei Vortrags-Vorbesprechungen ist verbindlich
und wird als qualifizierte Teilnahme gewertet.

Nach Zuweisung der Themen bekommen Sie einen Terminvorschlag
für einen ersten Vorbesprechungstermin sowie (falls nicht sowieso
elektronisch verfügbar) Materialien zum Vortragsthema.
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