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Algebra 1
1. ﬂbungsblatt

Aufgabe 1.1 Sei G eine Gruppe. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Jede Untergruppe H von G mit [G : H| = 2 ist normal in G.
(b) Gilt ord(z) < 2 fiir alle z € G, so ist G abelsch.
(¢) Jede Untergruppe der Quaternionengruppe Qg ist normal.

Beweisen oder widerlegen Sie zusétzlich die folgende Aussage: Die Quaternionen-
gruppe Qg ist isomorph zur Heisenberggruppe

H={gcGL3,F2) :grx = 1,955 =0V 1 < i, j, k < m,i > j}
uber Fs.
Aufgabe 1.2 Klassifizieren Sie alle Gruppen der Ordnung 8.

(Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 1.1 um zu schlussfolgern, dass in einer nicht
abelschen Gruppe G mit |G| = 8 eine normale Untergruppe existieren muss, welche
isomorph zu Z/47 ist.)

Aufgabe 1.3 Sei G eine Gruppe.

(a) Es sei
G, Gl = ({lg; ] : g, h € G})

mit [g, h] := ghg~'h~! fiir g, h € G. Man nennt [G, G] die Kommutatorgruppe
von G. Zeigen Sie, dass [G,G] < G und dass G/[G, G] abelsch ist.

(b) Fiir n € Ny erklére man rekursiv

GO0, GOD] > 1

Zeigen Sie, dass G(™) < @ fiir alle n € Ny gilt.
(¢) Fir n € Ny erklére man rekursiv

an G n=0
lehG n>1

Zeigen Sie, dass G(™ < G™ fiir alle n € Ny gilt.
(d) Bestimmen Sie G* und G® fiir alle k € Ny fiir die Gruppen

(i) N={g9€ GL(n,K) :gkx = 1,955 =0V 1 <d, 5,k <n,i > j}
(ii) B={9 € GL(n,K):¢9;; =0V 1<4,j <n,i>j}

wobei n € N und K einen beliebigen Korper bezeichnet.



(e) G heifit auflosbar, beziehungsweise nilpotent, falls es ein n € N gibt mit
G™ = {e} bezichungsweise G" = {e}. Welche der Gruppen in (d) (i) und
(ii) ist auflésbar beziehungsweise nilpotent?

(f) Zeigen Sie: Ist G nilpotent und nicht die triviale Gruppe, so gilt Z(G) # {e}.
(g) Man zeige die Aquivalenz folgender Aussagen
(i) G is auflosbar.
(ii) Es gibt eine Kette von normalen Untergruppen von G
GD2G12 - DGy D Guy1 ={e}
mit G;/Gi+1 abelsch.

(h) Zeigen Sie: Ist G auflésbar /nilpotent, so auch jede Untergruppe und Faktor-
gruppe von G. Zeigen Sie zudem fiir eine normale Untergruppe N von G,

dass
G ist auflésbar <= N und G/N sind auflosbar.

Zeigen Sie exemplarisch, dass aus der Nilpotenz von N und G/N im Allge-
meinen nicht die Nilpotenz von G folgt.

Aufgabe 1.4 Sei p eine Primzahl. G heifit p-Gruppe, falls G eine Gruppe der
Ordnung |G| = p* fiir ein k € Ny ist. Zeigen Sie: Ist G eine p-Gruppe, so ist

(a) Z(G) # {e}.
(b) G auflésbar.
(¢) G nilpotent.

Abgabetermin: Mittwoch, den 22.10.2025 bis 16.00 Uhr im blauen Briefkasten 1
(auf dem Flur von D1).



