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10. Übungsblatt

Präsenzaufgabe 10.1 (Jensensche Formel)

1. Zeigen Sie, dass
1

2π

∫ 2π

0

log |1− eiθ|dθ = 0.

2. Seien R ∈ R>0, Ω = BR(0) ⊂ C, f ∈ O(Ω), f(0) 6= 0, r ∈ R mit 0 < r <
R und α1, . . . , αN die Nullstellen von f in Br(0) gelistet nach Vielfachheit.
Zeigen Sie, dass dann die Jensensche Formel

|f(0)|
N∏
n=1

r

|αn|
= exp

(
1

2π

∫ π

−π
log |f(reiθ)|dθ

)
gilt.

3. Sei f eine ganze Funktion, r ∈ R>0, M(r) = sup{|f(reiθ)| : 0 ≤ θ ≤ 2π}, n(r)
die Anzahl der Nullstellen mit Vielfachheit von f in Br(0). Angenommen
f(0) = 1. Zeigen Sie, dass

n(r) log 2 ≤ logM(2r)

Präsenzaufgabe 10.2 (Hadamardscher Faktorisierungssatz) Sei 0 6= f eine
ganze Funktion von Ordnung ρ ∈ R≥0, m die Ordnung der Nullstelle bei 0 und
a1, a2, . . . die von Null verschiedenen Nullstellen von f gelistet mit Vielfachheiten.
Dann existiert ein g ∈ C[z] mit deg(g) ≤ ρ, sodass

f(z) = zmeg(z)
∞∏
n=1

Ebρc

(
z

an

)
.



Hausaufgabe 10.1 Sei 1 > r > 0 und

φr : S1 → R>0, e
it 7→ 1− r2

1− 2r cos(t) + r2
.

Man zeige:

1. Ist eit 6= 1, so gilt limr↑1 φr(e
it) = 0.

2. limr↑1 φr(1) =∞.

3. 1
2π

∫ 2π

0
φr(e

it) dt = 1.

4. Für jedes h ∈ C(S1) gilt

h(1) = lim
r↑1

∫ 2π

0

φr(e
it)h(eit) dt.

5. ∀ε > 0 ∃ 1 > Rε ≥ 0 ∀ 1 > r > Rε ∀ eit ∈ S1 \ ei[−ε,ε] : |φr(eit)| < ε.

Folgern Sie, dass (φr)r↑1 eine um 1 zentrierte Dirac-Folge in S1 ist.

Hausaufgabe 10.2 Man zeige, daß für U ⊂ C wegweise einfach zusammenhängend
eine stetige komplexwertige Funktion f : U → C genau dann harmonisch ist, wenn
sie als Summe einer holomorphen Funktion mit einer antiholomorphen Funktion
dargestellt werden kann.


