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11. ﬁbungsblatt

Prasenzaufgabe 11.1 Sei f eine nicht konstante ganze Funktion von Ordnung
A mit f(0) # 0. Seien aq,as,... die Nullstellen gelistet mit Vielfachheit, sodass
|a;| < |a;j+1| fiir jedes i € N gilt.

1. Zeigen Sie, dass fiir jedes ganzzahlige p > A — 1

d
(dszJ;”> :_p'z )Pt (z#ar,k €N)

gilt.

2. Im Beweis des Hadamardschen Faktorisierungssatz haben wir gezeigt, dass
Rang(f) =7 < [A[, also 307 |a,| "M+ < oo gilt. Sei

die zugehdrige Standardform von f. Zeigen Sie, dass

P

fiir jedes p € Ny mit p > r gilt.

Priasenzaufgabe 11.2  Sei
£(s) = s(s — 1)r 5T (;) ((s)  (s€Q).

und S := {z € C: 0 < Re(z) < 1}. Dann gilt £ € O(C), &(s) = &£(1 — s) und
alle Nullstellen von £ liegen in S. Seien pi, ps, ... die Nullstellen von & gelistet mit
Vielfachheiten. Zeigen Sie:

1. ord(f) =1
2. ¢ hat die Hadamard-Faktorisierung

o0

gs)=e” [~ pin)es/ﬂn (s € C).

n=1

mit B = —%'y -1+ % log(4m), wobei v die Euler-Mascheroni Konstante beze-
ichnet.

3.0 pal ™t =00 und 307 |pn| 19 < oo fiir alle € > 0. Insbesondere hat
& unendlich viele Nullstellen, womit auch ¢ unendlich viele Nullstellen in S
besitzt.

e(log(%) 1-v/2)s = /o CA 11
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Erinnerung: Hadamardscher Faktorisierungssatz

Sei f eine ganze Funktion. Ist f von endlicher Ordnung A, so hat f endlichen Genus
uw< A

Hausaufgabe 11.1 Sei f eine nicht-konstante ganze Funktion von endlicher Ord-
nung. Zeigen Sie

IC\ (O] < L.

Diese Aussage ist ohne die Voraussetzung der endlichen Ordnung auch als kleiner
Satz von Picard bekannt.

Hausaufgabe 11.2 Sei f eine ganze Funktion von endlicher Ordnung A € Z>.
1. Zeigen Sie, dass f unendlich viele Nullstellen besitzt.

2. Zeigen Sie, dass f jeden Wert unendlich oft annimmt.

Hausaufgabe 11.3 Zeigen Sie, dass ((s) < 0 fur alle s € [0,1).



