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9. ﬂbungsblatt

Prasenzaufgabe 9.1 Ist {u,} eine Folge komplexer Zahlen, sodass

p= lim p, = hm (1+u1)(1+u2)...(1+un)

n—o0

existiert, so schreiben wir
oo

p= H (14 up).
n=1
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
1. Sind uq,...,uy komlexe Zahlen und
N N
pv =[]0 +u) i =]+ ua),
n=1 n=1

dann gilt

P < exp(fur] 4 -+ + [un|)
und

lpy — 1| <py — 1.

2. Sei {u,,} eine Folge beschriankter komplexwertiger Funktionen auf einer Menge
S C C, sodass ), |uy| gleichméBig auf S konvergiert. Dann konvergiert das
Produkt

8

fls) = 1] (T +un(s))

n=1

gleichméfBig auf S und f(s) ist genau dann Null, wenn wu,(s) = —1 fir ein
n € N gilt. Desweiteren gilt fiir jede Permutation {ni,ns,...} von {1,2,...}

ebenfalls -
H + i (5

3. Sei 2 C C offen und f,, € O(Q) fir n € N, sodass f,, auf keiner Komponente
von §2 identisch verschwindet und sodass

S ful2)

gleichméaBig auf kompakten Teilmengen von 2 konvergiert. Dann konvergiert

auch das Produkt -
n=1

gleichméafig auf kompakten Teilmengen von 2, also gilt insbesondere f €
O(Q). Zudem gilt

im (fn3 2) (z€Q),
n=1



wobeil m(f;z) bzw. m(f,;z) die Multiplizitit der Nullstelle von f bzw. f,
bei z € 2 bezeichnet.

Priasenzaufgabe 9.2 Essei Fy(z) :=1— z und

22 P
Ey(z) == (l—z)exp{z+2+...+p}’

wobei n € N und z € C, der p-te Weierstrafische Elementarfaktor. Zeigen Sie
die folgenden Aussagen:

1. Fir |z] <1 und p € Ny gilt

1= Ep(2)] < [P

2. Sei {z,} eine Folge komplexer Zahlen, sodass z, # 0 und |z,| — co. Ist {p,}
eine Folge in Z>(, sodass

1 n
0 r +p
g — < 0
Tn
n=1

fiir jedes r € Ry, so definiert das Produkt

P(z) = ﬁ B, (;)

eine ganze Funktion. P hat bei o € C genau dann eine Nullstelle von Vielfach-
heit m € Ny wenn « m-mal in der Folge {z,} auftaucht.

Prisenzaufgabe 9.3 Sei f eine ganze Funktion mit f(0) # 0 und seien z1, 29, . . .
die Nullstellen von f aufgelistet nach Vielfachheit. Dann gibt es eine ganze Funktion
g und eine Folge {p,} in Z>o, sodass

f(z) =es® ﬁ E,. (;) .
n=1 n

Diese Aussage ist auch als Weierstraflscher Faktorisierungssatz bekannt.



Hausaufgabe 9.1 Man zeige

2 e 1
02 og (Z) ’;) (Z + k)2

fiir z ¢ Z<o. Hinweis: Produktentwicklung der I'-Funktion.

Hausaufgabe 9.2 Man zeige die Legendre’sche Verdopplungsformel
['(22) =T(2)(z + (1/2))2% 7! //7.

Hinweis: Wenden sie % mit Hilfe von H.9.1 auf I'(z)'(z + (1/2))/T'(2z) an.

Hausaufgabe 9.3 Jede meromorphe Funktion auf einer offenen Menge (2 ist ein
Quotient von zwei auf Q holomorphen Funktionen.



