Aufgabe 1

Aus den Cauchy-Riemanschen Differentialgleichungen folgt, dass die Ableitung
von fg im Punkt p € U geschrieben werden kann als

dfe(p) = (Z _ab>

wobei a = a%u und b = %v. Die Funktionaldeterminante von fg im Punkt p
wird dann gegeben durch

det dfg(p) = det (‘Z _ab> = a? +1?
Da dfg # 0 gilt a # 0V b # 0 und damit

a® 4+ b* > 0 = detdfg(p) > 0

Fiir die dritte Bedingung seien 71, v2 : I — U zwei stetig differenzierbare Kurven

mit Anfangspunkt p. Seien 1 (0) = <C> ,75(0) = (f)’ dann ist
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Dann gilt fiir ¢ = e und d = f aus obigen Argument
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Aufgabe 1. Sei U C R? ein Gebiet und g: U — R? stetig differenzierbar. Wir nennen g
konform, falls fiir alle p € U

1. dg(p) #0
2. detdg(p) >0

3. fiir jedes Paar von C''-Kurven 7;: I — U mit 7;(0) = p, auf einem offenen Interval
I CRmit 0 eI gilt

(11(0),75(0)) _ (dg(p)1(0), dg(p)15(0)) (1)
IV O[O lidg(p )vi(O)H 1dg(p)r2 ()1l

Sei : R? = C, (x,9) — x + iy, U ein Gebiet und f: U — C holomorph und stetig
partiell differenzierbar. Zeigen Sie, dass fg = ¢! o fo: ¢~ 1(U) — R? konform ist.

Antwort. ... O
Aufgabe 2

1. Skizzieren Sie die Menge

F={zeC:|Rez|<iImz>0,[z|>1}CC. (2)

2. Sei H:={z¢€ C:Imz > 0}. Zeigen Sie, dass ¢: H — H, z — —% biholomorph ist.
3. Bestimmen und skizzieren Sie ¢(F') & H.

Antwort. Die Skizze der Menge ist Sei z € H beliebig. Es gilt natiirlich
z # 0. Damit existiert die Ableitung
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Abbildung 1: Die Skizze zu der Menge F aus Aufgabe 2.

und da ¢ selbstinvers ist, erhalten wir bereits die Biholomorphie. Ein Punkt liegt nun
also genau dann in ¢(F'), wenn sein Urbild schon in F' lag. Sei also z = gexp(iv) € H

mit ¢ > 0 und 0 < ¥ < 7. Wir sehen |¢(2)| = |z|~! und weiterhin
1 .
| Re ¢(2)] = [ Re(=— exp(—iv))]
1
= 2—@\ exp(—iv) + exp(iv)|
1 . .
= ggzleexp(iv) + gexp(—iv)|
1

= W|RG‘Z|

Damit ergibt sich

O(F) = {§(z) : 2 € H,|Rez| < L]z > 1}
— {6(6(2)) : 6(2) € H,| Re(2)| < L, |p(2)] > 1)

={z€H:|Rez| < 3|z]*]2] <1}



Abbildung 2: Die Skizze zu der Menge ¢(F') aus Aufgabe 2.

und die Bedingung | Re z| le%|z!2 lasst sich mit z = z+iy mit z, y € R wie folgt umformen:

|Rez| < gl2|* = 20z <a® +y? (11)
= (¢ =20+ 1)+ = (ja| - 1)’ +y* > 1 (12)
= (r£1)?+yi=z£12>1 (13)
= z¢D-HUD+1). (14)

Als finale Notation der Menge erhalten wir

¢(F) = (DNH)\ (D - 1)U (D +1)) (15)
und fiir die Skizze O
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Hausaufgabe 2.1

Zeigen Sie, dass keine stetige Funktion w : C* — C* mit w(z)? = z geben kann.

Beweis. Angenommen es giibe w wie beschrieben. Aus w(22)? = 22 folgt dann w(22) = +2.
Sei nun

e(z): C* = {-1,1},2 — w(zzQ)

Dann ist £(z) eine stetige Surjektion, da w((—2)?) = w(2?) = +2. Aufgrund der Surjektivitit sind
die Urbilder der einpunktigen Mengen nicht leer und aufgrund der Stetigkeit sind diese sowohl offen
als auch abgeschlossen, da {—1} und {1} in der von C* induzierten Teilraumtopologie auf {—1,1}
(der diskreten Topologie) sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

Dies liefert eine disjunkte Zerlegung in offene Mengen:

C* = ({-1)) U ({1}

Jedoch ist C* zusammenh#ngend. Ein Widerspruch. O



Aufgabe 2.2
Partialbruchzerlegung

1 A B

T+24 2241 22—
=A(2® —i) + B(2* +i) =1

:>A:l/\B:—i
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Partialbruchzerlegung 2 2 dx
e

1 1
2 2
= . . d
/(elﬂ'g/4x>2+1 + (e 1/ig)2 + 1 x
1

1
_ 2 2
- /(eiws/%)z 11 d.:1:+/ (eiw1/4x)2 +1 dz

) —in3/4 1 —irl/4 1 )
Transformationssatz e (S 171—3/4
= du dv u=e™ g
/ 2 ur+1 + / 2 1v2+1
v = ei7r1/4x
e—i71'3/4 e—iﬂ'l/4
= arctan(u) + arctan(v) + C CeR
—in3/4 oiml/4

Riicksubstitution €

arctan(e™/4z) + arctan(e™/*z) + C C € R



3.3v)
Seiy € Q(X, xg) beliebig.

fo([0]) = [f o]
9-([7]) = [g 0]
SeiH: IxI—Y,(s,t)— H(y(s),1)

H ist als Komposition von stetigen Funktionen wieder stetig.

Vs € I: H(s,0) = H(y(s),0) = f(v(s)) = f o v(s)
Vs e l: H(s,1) = H(y(s),1) = g(7(s)) = g0 1(s)

VteI: H(0,t) = H(zo,t) = yo = H(zo,t) = H(1,1)

= foy~gony
= [for]=lgon]

Vi)

Aus sternformig folgt einfach zusammenhangend. Somit ist jede geschlossene
Kurve homotop zur Kurve in einem Punkt. Somit gilt 7 (X, zo) = {1}

vii)

Seif : C* =Sz é f istals Kombination stetiger Funktionen wieder ste-
tig. Nach (vi) ist f, ein Gruppenhomomorphismus von 71 (C*, 1) nach (S, 1). f.
istsurjektiv, dennV~y € Q(S',1): f.([y]) = [f 7] = [7]. Da f. ein Gruppenhomo-
morphismus ist, reicht es fiir die Injektivitit zu zeigen, dass f.([v]) = [lost ] =
] = [acx )]

() = Moty = foy ~ gty
= JHomotopie H zwischen f o yund 1ot 1)

SeiH:Ix1—C*, (s,t)— H(s,t)-|y(s)|

H istals Produkt von stetigen Funktionen wieder stetig.

H{(s,0) = H(s,0)|y(s)] = fF(v(s))[7(s)] = ~(s)

k(s) = H(s,1) = H(s,1)]7(s)] = 1- |y(s)| € QR", 1)

H(0,t) = H(0,1)[7(0)] =1 = H(0,)[(0)] = H(1,?)
= 7 ~ k ~ lg(cx 1) nachvi), da R* sternformig
= 7] = [Lacx )]

Somitist f, injektiv und damit auch bijektiv. Insgesamt folgt 7, (C*, 1) = 7, (S, 1)

1
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Aufgabe 5.2

Sei U C C offen, p € U und f : U\ {p} — C eine holomorphe Funktion
mit einer wesentlichen Singularitdt bei p. Wir nehmen zusétzlich an, dass f
injektiv ist. Sicherlich finden wir ein € > 0, sodass B.(p) C U. Nun ist

T := B.(p) \ Bs(p)

ein Gebiet in U. Da f nicht konstant ist, sehen wir mithilfe des Satzes iiber
die Gebietstreue, dass f(7') ein Gebiet in C ist. Insbesondere ist f(7') offen in
C. Nun folgt aus Be (p)NT = ) bereits f(B¢(p))Nf(T) = 0, da f injektiv ist.
Wegen des Satzes von Casorati-Weierstrafi muss f(B¢(p)) dicht in C liegen.
Insbesondere miissen alle offenen Kreisscheiben um einen beliebigen Punkt
z € f(T') bereits ein Element aus f(B¢(p)) enthalten. Damit kann f(7") keine
offene Kreisscheibe enthalten. Dies steht jedoch im Widerspruch dazu, dass
f(T) offen in C ist, also kann f nicht injektiv gewesen sein.



Aufgabe 5.3

Sei f : C — C eine holomorphe und injektive Funktion. Wir betrachten
die auf C* definierte Funktion f : C* — C, z — f(2). Nun ist f wieder
holomorph und injektiv, da es eine Komposition von Funktionen ist, die je-
weils holomorph und injektiv sind. Dank Aufgabe 5.2 wissen wir, dass f bei
0 keine wesentliche Singularitdt haben kann. Damit gibt es also ein n € Ny,
sodass f(2)2z" = g(z), z # 0 mit einer holomorphen Funktion g : C — C.
Ersetzen wir z durch %, so sehen wir:

f(2)=T(0) = g1/2)2"

Also ist 1) )
- =9(-

o

),

was wegen der Stetigkeit von g sicherlich fiir |z| > 1 beschrinkt ist. Damit
ist f nach Hausaufgabe 4.2 ein Polynom vom Grad < n und wegen der
Injektivitdt! von f folgt grad(f) = 1, was zu zeigen war.

!Der Fall grad(f) < 1 ist offensichtlich ausgeschlossen. Falls grad(f) > 1, so kann f
keine verschiedenen Nullstellen haben, da es sonst nicht injektiv wire. Also gilt f(z) =
2mik

(p — 2)™ mit m = grad(f). Dann gilt aber f(p —e ™ ) = 2™ =1 fiir 1 < k < m, was
ebenfalls im Widerspruch zur Injektivitéit von f steht.




6.1
a) f hatin O eine Singularitat

1 —cos(z) <= |
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d) f hatin1eine Singularitat. Die Taylorentwicklung der Exponentialfunktion in 1ist

n!
n=0
e* f: e(z—1)"
—1)2 I(z —1)2
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Daraus folgt, dass f Polestellen erster Ordnung beiiund —i hat. Somitist Prasenzauf-
gabe 6.1 anwendbar. Es reicht die Residuen in der oberen Halbebene zu betrachten,
also das Residuum von f an der Stelle i. Mithilfe der Rechenregeln fiir Residuen gilt

. - 1
Resifzﬁe“-f{esix_i:%
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7.1

Folgt sofort aus Prasenzaufgabe 4.3, da f kein dichtes Bild hat.
7.2

f(z) =€ +32°
|3z5| =3>e> |6Re(z)| =le*| V|z|=1

32° hat5Nullstellen mitVielfachheiten inE. Deshalb hat f nach dem Satzvon Rouché
auch 5 Nullstellen mit Vielfachheiten in E.
7.3

Sei S :={z € C|0< Re(z) < 1}. S isteinfach zusammenhingend.

(O p—

(2 — 3) cos(mz)

cos hat Nullstelen erster Ordnung an den Punkten (3 +Z). f hatdamitan der Stelle
5 eine Polstelle 2. Ordnung und ansonsten nur Polstellen1. Ordnung. 7 ist die einzige
Singularitatin S.
Nach dem Satz von Morera gilt, dass f eine Stammfunktion hat, wenn fiir jede
geschlossene Kurve yin S gilt
fr=0
.

Seiy eine Schleifein S. Nach den Residuensatz reichtes zu zeigen, dass das Residuum
von fanderStelle z = %gleichoist, dasomitjedes Kurvenintegral f7 fverschwindet.

ZLH% 9z cos(mz)
cos(mz) + m(z — 1) sin(7z2)
(cos(mz))?

z—1
‘8- T sin(mz)m + wsin(rz) + 72(z — 3) cos(mz)
ol —2 cos(mz) sin(7z)
_1
= lim —ﬂz 2)
21 —2sin (7z)
=0

f hatdamit eine Stammfunktion im Gebiet S.



