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10. Übungsblatt

Präsenzaufgabe 10.1 Besprechung der Hausaufgaben

Sei H ein separabler C-Hilbertraum und B(H) die Menge der beschränkten linearen
Operatoren auf H.

Präsenzaufgabe 10.2

(a) A ∈ B(H) und e = (en)n∈N eine ONB von H. Zeigen Sie, dass der Wert

‖T‖22 :=

∞∑
n=1

‖Ten‖2 ∈ [0,∞) ∪ {∞} (1)

nicht von e abhängt.

A ∈ B(H) wird Hilbert-Schmidt genannt, falls ‖A‖22 < ∞ gilt. Die Menge der
Hilbert-Schmidt Operatoren wird mit B2(H) bezeichnet und ‖A‖2 wird Hilbert-
Schmidt-Norm von A genannt.

(b) Sei A ∈ B(H). Zeigen Sie: ‖A‖ ≤ ‖A‖2 und im Fall von A ∈ B2(H), dass A
kompakt ist.

(c) Zeigen Sie, dass B2(H) ein Unterraum von B(H) ist.

(d) Zeigen Sie, dass B2(H) ein beidseitiges Ideal in B(H) ist.

(e) Zeigen Sie, dass die sesquilinear Form

〈A,B〉 =

∞∑
n=1

〈Aen, Ben〉 (A,B ∈ B2(H))

unabhängig von der Wahl der ONB (en)n∈N ist und B2(H) zu einem Hilbert-
raum macht.

(f) Zeigen Sie, dass die lineare Abbildung

H ⊗H ′ → B2(H), (v, λ) 7→ [w 7→ α(w)v]

zu einem isometrischen Isomorphismus zwischenH⊗̂H ′ und B2(H) fortgesetzt
werden kann. Hier bezeichnetH⊗̂H ′ die Vervollständigung des Prähilbertraums
H ⊗H ′.

(g) Sei (X, dµ) ein Maßraum. Zeigen Sie, dass die Abbildung

T : L2(X ×X, dµ⊗ dµ)→ B2(L2(X, dµ)), k 7→ Tk,

wobei Tk(f) für f ∈ L2(X, dµ) gegeben ist durch

Tk(f)(x) =

∫
X

k(x, y)f(y)dy

für µ fast alle x ∈ X, ein isometrischer Isomorphismus ist.


