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8. Übungsblatt

Präsenzaufgabe 8.1 Es seiH ein Hilbertraum undB(H) die Menge der beschränkten
linearen Operatoren auf H. Zeigen Sie

(i) Zu jedem A in B(H) existiert genau ein Operator A∗ ∈ B(H), sodass

〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉 ∀x, y ∈ H.

Zudem gilt (A∗)∗ = A, ‖A∗‖ = ‖A‖ und ‖A∗A‖ = ‖A‖2.

(b) Ist A : H → H linear mit 〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉 ∀x, y ∈ H dann ist A stetig.

Präsenzaufgabe 8.2 Sei nun H ein Hilbertraum über C und A ∈ B(H). Zeigen
Sie:

(i) A = A∗ ⇐⇒ 〈Ax, x〉 ∈ R ∀x ∈ H.

(ii) ‖A‖ = sup{|〈Ax, y〉| : ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1}

(iii) Ist A = A∗ so gilt ‖A‖ = sup{|〈Ax, x〉| : ‖x‖ ≤ 1}.

Präsenzaufgabe 8.3 Sei A ∈ B(H) mit A∗A = AA∗. Zeigen Sie

(i) ‖A∗x‖ = ‖Ax‖ für alle x ∈ H.

(ii) Ist λ ∈ K und existiert ein c > 0 sodass ‖(λId − A)x‖ ≥ c‖x‖ für alle x ∈ H
gilt, dann ist λId−A invertierbar und beschränkt.
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