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Analysis 1

13. Ubungsblatt — Ausgewiihlte Losungen

Hausaufgabe 13.1 Fiir n € Ny sei H,, gegeben durch

o dr

dz™

H,(z) := (—1)" e (zeR).
(a) Beweisen Sie, dass H,(z) ein Polynom vom Grad n ist. Diese Polynome werden die
Hermiteschen Polynome (nach Charles Hermite) genannt.

(b) Berechnen Sie Hy, Hy, Hs, H3 und H,.

(c) Beweisen Sie, dass die Hermiteschen Polynome eindeutig bestimmt werden durch
Hy(z) = 1 und die Rekursionsformel

Hyir(2) = 20H, (z) — %Hn(m‘) (n € Ny,z € R). (1)

(d) Beweisen Sie, dass die Hermiteschen Polynome auch eindeutig bestimmt werden
durch Hy(z) =1, Hi(z) = 22 und die Rekursionsformel

H,o(x) =2xH,11(z) —2(n+ 1)H,(z) (n € Ng,z € R). (2)

(e) Beweisen Sie, dass fiir jedes n € Ny das Hermitesche Polynom H,, die Differenzial-
gleichung
H/(z) — 2xH] () + 2nH,(z) =0 (x € R)

erfiillt.
Lésung:

(a) Wir beweisen mit vollstdndige Induktion, dass es fiir jede n € Ny ein Polynom p,
vom Grad n gibt, so dass Ci—nne*ﬁ = pn(x)e*”““2 fiir alle z € R. Fiir n = 0 ist die
Behauptung wahr mit pg = 1. Nehme an, dass ;i—nne* = pn(z)e " fiir ein n € Ny.
Sei pn41 das Polynom gegeben durch p,1(z) = pl,(z) — 2xp,(x). Dann ist p,,; vom

Grad n + 1 und es gilt

2

L, d »
dzntlC :%(p"(x)e )

Dies beweist die Behauptung.

(P(@) = 20pu (@) )™ = prsa(a)e™

Jetzt gilt Hy(z) = (—=1)"e” L= = (=1)"e" p,(z)e ™ = (—=1)"pa(z). Es folgt,

dx™
dass H,, ein Polynom vom Grad n ist.




(b) Fiir z € R gilt

Ho(z) =1,

Hy(x) = 2,

Hy(z) = 42* — 2,

Hj3(x) = 8z° — 12z,
Hy(z) =16 487% + 12

(c) Es reicht zu zeigen, dass fiir n € N die Polynome H,, die Gleichung (1) erfiillen. Nach
dem Produktregel gilt

) = (O g (¢ e = 0 () (e ™) + e (™)
dm 9 5 dn+1
dan© e (dw”“

= (—1)"2ze” €_m2> = 2xH,(z) — Hy11(2).

(d) Es reicht zu zeigen, dass fiir n € N die Polynome H,, die Gleichung (2) erfiillen. Es

gilt
dmt? "t s d drtt 2
dac”+2€ = dztl (%e ) = dgtl ( - 2we )

Nach die Leibnizregel ist die Rechte Seite der Gleichung gleich
n+1 drti=k a2
_22( )(da;k )(dxnﬂ—ke )
__o(ntl <d"+1 %2)_2 n+1 (ﬁ ,xz>
N 0 ) \dgnti® 1 dan

n

o, o
= =2 gre ™) 20 ) (e ).

n z2 d 2 —x2
Hp(r) = (—1)"2e" e
dn+1

— 2(—1)"H e’ (dWl e—w"’) (1) (n + 1)e$2<—e_”‘2)
=2zH, 1(z) —2(n+ 1)H,(z).

Darum gilt

(e) Nach (1) gilt

L t@) = L (20, (@) — Hoo @)

d d
~Hy(z)— —H
T Hy(x) = - Ho (2)

— 2H,(x) +2x(2an(x) — Ho ) (2an+1( )—Hn+2(a;)>
= Hopo(2) — 4 H,p1(2) + (2 + 42°) H,y ()

=2H,(x)+ 2z



und darum

& d
@Hn(x) - 2:5%
- (Hn+2(x) — Az Hp (z) + (2 + 4x2)Hn(:c)> )y (Zan(a:) - Hnﬂ(x)) + 20, (z)

= H,o(x) — 22H, 1 (x) +2(n + 1)H, ().

H,(x) +2nH,(z)

Nach (2) ist die rechte Seite der Gleichung gleich 0.

Hausaufgabe 13.2 Sei f : D — R konvex. Beweisen Sie die diskretisierte Jensen’sche
Ungleichung: Fiir alle zy,...,z, € D und A; > 0 reell mit Y, \; = 1 gilt

/ (Z Aﬂi) < Z)\zf(xz)

Losung: Wir beweisen die Aussage mit vollstdndige Induktion. Fiir n = 1 ist die Aussage

trivial. Nehme an, dass die Aussage wahr ist fiir ein n € N. Seien x1,...,2,, 2,1 € D
und A1, .. A, Anpr € Rsg mit S0P A = 1. Wenn Ayyy = 1, dann Ay = -+ = )\, = 0
und damlt

n+1 n+1
(Z i xz) - xn+1 Z Ai f xz

>\1+1 firk=1,...,n. Weil f

Wir nehmen jetzt an, dass A, 41 # 1 und definieren p; = —
konvex ist, gilt

n+1 n
f <Z Aﬂi) =f ((1 - )\n+1)<zui$i) + )\n+19€n+1>
i=1 =1
<(T= ) f (Z Mixz‘) + A1 f (Tng)-
i=1

Nach der Induktionsvoraussetzung gilt

/ (Z Mz‘%‘) < me(xz)

Es folgt, dass

n+1 n+1
(Z)\J:Z) S 1_ n+1 Z,uz .1'1 +)\n+1f :UnJrl ZAJE :Uz

=1

Hausaufgabe 13.4 Zeigen Sie: Die Funktion

¢, >0
f.RZQ%R, $|—>{1’ =0



ist stetig in x = 0 aber nicht differenzierbar.
Lésung: Die Funktion

e’ —1
¢:[-1,0] = Rx — x r>0
1, z=0

ist stetig, weil lim,_,o ©= = 1. Auch gilt ¢(z) # 0 fiir alle z € [—1,0]. Weil [—1,0]
kompakt ist, besitzt |¢| ein Minimum und ein Maximum auf [—1,0]. Es gibt darum
¢,C > 0 mit ¢ < |¢| < C. Fiir hinreichend kleine 2 > 0 gilt xlog(z) € [-1,0]. Es folgt,
dass

27 — 1] = [""5®) — 1] = |z log(x)¢(x log(x))| < Cz|log(x)|.

Die rechte Seite konvergiert gegen 0 wenn x | 0 und darum gilt lim, o | — 1| = 0. Auch
gilt

|z® — 1] _ |z log(z)¢(x log(z))]

> |l
. ; > | log(x)

|z 1]

— wenn x | 0.

Die rechte Seite wird beliebig grofi wenn x | 0 und damit divergiert



