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5. Ubungsblatt

Prisenzaufgabe 5.1 (Partialbruchzerlegung) Seien p,q : C — C Polynomfunk-
tionen, sodass g # 0. Betrachte die rationale Funktion

f:C\q¢ " ({0}) = C; '—>q(z).

(a) Beweisen Sie, dass es Polynomfunktionen & und r gibt mit Grad(r) < Grad(g),
sodass f geschrieben werden kann als f = h + g.

(b) Was sind h und r wenn
piz 20 4+2:4—-22—-1 and q:z 22 +222 42417

(¢) Seien ¢,9 : C — C Polynomfunktionen und sei a € C, sodass ¥(a) # 0. Sei
n € N. Beweisen Sie, dass es eine Polynomfunktion y : C — C gibt, sodass
Grad(x) < max (Grad(¢), Grad(¢)) und
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(d) Seien nq,...,n, € Nund ¢,a1,...,as € C, mit a; # a; fiir i # j, sodass
q(z)=clz—a)™...(z —as)™.
Beweisen Sie, dass eindeutige A1 1,..., 45, € C, sowie eine eindeutige Poly-

nomfunktion A existieren, sodass
s ng Ak’l .
fER) =h@)+> > —=5  (2eC\q¢g '{0}).
(z — ag)
k=11=1
Wir nennen dies die Partialbruchzerlegung von f.
(e) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung von
22 +3

f:C\{-2,1} = C; sz

Prisenzaufgabe 5.2 Sei (a,)nen eine Folge in C und p € N. Zeigen Sie, dass
(an)nen genau dann eine konvergente Nullfolge ist, wenn (a?),en eine konvergente
Nullfolge ist.

Priasenzaufgabe 5.3 Sind die folgenden Aussagen richtig oder falsch? Begriinden
Sie jeweils Thre Antwort.

(a) Die Summe zweier beschrinkter Folgen in C ist konvergent.

(b) Ist die Summe zweier Folgen (a,,)nen und (by)nen in C konvergent, dann kon-
vergieren auch (ap)nen und (by)nen selbst.

(¢) Konvergiert die Folge (ay,)nen in C, dann ist die Folge ((—1)"ay, )nen divergent.

(d) Konvergiert die Folge (a,)nen in C gegen a, so ist (a, — a)nen eine Nullfolge.



Hausaufgabe 5.1 Fiir jedes n € N sei M, eine abzéhlbare Menge. Beweisen Sie,
dass die Menge

M := U M, = {x: es gibt ein n € N, sodass x € M, }
neN
abzéhlbar ist.
Hinweis: Fiir jedes n € N gibt es eine Injektion f,, : M, — N. Bilden Sie mit
Hilfe dieser Abbildungen eine Injektion M — N. Eine Komplikation besteht darin,

dass es a priori fiir ein Element x € M kein eindeutiges n € N gibt, mit z € M,,.
Betrachten Sie darum die Mengen

N, ::Mn\( U Mk) (n € N).
keNk<n
Hausaufgabe 5.2 Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung von

25 +322 4823 + 1522 + 72
(z4+1)2(22 +1)

f:C\{-2,3,i,—i} - C; 2z~

Hausaufgabe 5.3 Seien k,l € N und seien ag, ..., ax,bg,...,b € R, sodass aj, #
0 und b; # 0. Betrachten Sie die Polynomfunktionen
k .
P:R = R; xHZaﬂrj,
§=0

l
Q:R—=R; x> bia'

i=0
Zeigen Sie:
0, k>, (g—f > 0;
P — ke ;
lim (n) _ akoo, k>, e < 0;
n—oo Q(n) s k=1
0, k<l

Hausaufgabe 5.4 Untersuchen Sie die Folge (a;,)nen mit

1 5n + 3n? 1
an:2<8n2+1— e )
n

n(2n — 1)

auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

Abgabe der Hausaufgaben: Freitag, 19.5.2023, 11 Uhr in das blaue Postfach Nr. 1
auf D1 unter Angabe des Namens und der Ubungsgruppe.



