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7. Ubungsblatt

Prisenzaufgabe 7.1 (Konigsberger Aufgabe 5.8.15) Fiir eine beschrinkte Folge
(an)nen in R sei Sy, := sup{a, : n > k}. Zeigen Sie: Die Folge (Si)ren fillt monoton,
und es gilt
limsupa, = lim Sk.
n—oo k— o0

Charakterisieren Sie entsprechend den Limes inferior.

Prisenzaufgabe 7.2 (Konigsberger Aufgabe 5.8.16) Zeigen Sie: Jede Folge reel-
ler Zahlen besitzt eine monotone Teilfolge.

Prisenzaufgabe 7.3 Fiir b € N, b > 2, versteht man unter einem b-adischen
Bruch eine Reihe der Gestalt

+ i a_,b™".

n=—*k

Hierbei ist £k > 0 und die a, sind ganze Zahlen mit 0 < a, < b. Schreibweise:
:tak;(lk,1 c..ap, 01092 . ...

(a) Man zeige: Jeder b-adische Bruch stellt eine Cauchy-Folge dar, konvergiert also
gegen eine reelle Zahl.

(b) Man zeige: Jede reelle Zahl lift sich in einen b-adischen Bruch entwickeln; das
heiBit, zu jedem z € R gibt es fiir jedes n € Z<y, ein a, € {0,...,b — 1} mit
r==+ Zzoz_k a_p,b™".

(c) Man entwickle # = % in einen b-adischen Bruch fiir b = 3.

Prisenzaufgabe 7.4 Sei (a,,)nen eine monotone Nullfolge. Zeigen Sie den Ver-
dichtungssatz von Cauchy: Die Reihe ) _ya, ist genau dann konvergent, wenn
> nen 2" agn konvergent ist.



Hausaufgabe 7.1 Es sei 2 C N die Menge aller natiirlichen Zahlen, die durch
keine Primzahl p mit p # 3 und p # 7 teilbar sind. Zeigen Sie, dass gilt

1 7
2a=T

ne)

Hausaufgabe 7.2 Sei (a,)nen eine Folge reeller Zahlen und ¢ € R, 0 < ¢ < 1.
Es gelte |apt2 — ant1| = clany1 — an] fir alle n € N. Zeigen Sie, dass die Folge
(an)nen eine Cauchy-Folge ist, also konvergiert. Ermittlen Sie eine divergente Folge
mit |api2 — apt1] < |ani1 — ay| fiir alle n € N.

Hausaufgabe 7.3 Es sei (a,)nen eine Folge reeller Zahlen. Zeigen Sie:
(a) Es gilt liminf, o a, = —limsup,,_, . (—an).

(b) Die Folge (an)nen ist konvergent genau dann, wenn sie beschrinkt ist und
liminf,,_, a, = limsup,,_, . an.

Hausaufgabe 7.4 (Konigsberger Aufgabe 5.8.11) Einer Folge (a, )nen ordne man
die Folge (85, )nen 2zu, wobei

1 n
n = — e N).
s nl;ak (n )

(a) Zeigen Sie: Aus a,, — a folgt auch s, — a.

(b) Geben Sie eine divergente Folge (an)nen an, fiir die (s,,)nen konvergiert .

Hausaufgabe 7.5 (Konigsberger Aufgabe 5.8.17) Zeigen Sie: Eine beschrinkte
Folge in C, die nicht konvergiert, hat mindestens zwei verschiedene Haufungspunkte
und besitzt daher zwei Teilfolgen mit unterschiedlichen Grenzwerten.

Abgabe der Hausaufgaben: Freitag, 02.06.2023, 11 Uhr in das blaue Postfach Nr. 1
auf D1 unter Angabe des Namens und der Ubungsgruppe.



