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Name: XXXXXXX

Matrikelnummer: XXXXXXX

Wichtige Informationen:

Keine Hilfsmittel sind erlaubt.

e Die Bearbeitungszeit betrdgt 120 Minuten.

e Die Klausur besteht aus sechs Aufgaben mit insgesamt 70 Punkten. Man hat bestan-
den, wenn man mindestens 35 Punkte erreicht hat.

e Bitte arbeiten Sie nur mit dokumentenechten Schreibgeridten. Schreiben Sie nicht mit
roter Farbe.

e Schreiben Sie leserlich. Der Losungsweg muss vollstindig und nachvollziehbar doku-
mentiert sein.
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Aufgabe 1: (10 Punkte)

(a) Sei z € C. Zeigen Sie, dass
|z 4+ 1| > |z — 1] <= Re(z) > 0.
(5 P)
(b) Skizzieren Sie die Menge
D ={ze€C:Re(z) = (Im(z))z}
in der komplexen Ebene C. (5 P.)
Losung:

(a) Wir schreiben z := a + bi mit a,b € R. Dann gilt

p+1>]z—1] <= [¢+1 > [z —1f
< |(a+1)+bi|* > |(a— 1)+ bi|?
— (a+1)*+b0*>(a—1)*+b
— a*+2a+1+b0*>a*>—2a+1+ b
< 4a>0
< a>0.

Die Aussage folgt, da a = Re(z).

(b) Die Menge D sieht in der komplexen Ebene wie folgt aus:

Im

—0

Re

Es handelt sich um eine nach rechts geéfinete Parabel.



Aufgabe 2: (10 Punkte)

(a) Sei k € N fest. Untersuchen Sie die Folge (a,)nen gegeben durch

= (1-57)
n = n+k

auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert. (5 P.)

(b) Untersuchen Sie die Reihe

O T
= 9n® — 3n — 2
auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert. (5 P.)
Hinweis: Faktorisieren Sie zundchst den Nenner und benutzen Sie anschlieffend die Par-
tialbruchzerlegunyg.
Losung:

(a) Nach dem Fundamentallemma gilt fiir z € C

n+k
(1 + : > (o) o7,
n+k

Damit erhalten wir

Die Folge ist demnach konvergent.

(b) Fiir jedes beliebige n € N faktorisiert der Nenner als
(9n* —3n—2) = (3n—2)(3n + 1).

Machen wir den Ansatz

1 0} A B
O —an=2 @n-2 Gnyn "mEN

mit A, B € R, so wissen wir nach der Partialbruchzerlegung dass es fiir A, B eindeutige
Lésungen gibt. Die vorherige Gleichung ist dquivalent zu

1 0 ABn+1)+ B(3n —2) 1 1
= V(neN) ~» A=—B~ A== B=——,
(972 — 3n — 2) (9n2 — 3n — 2) (n €N) 3 3
Also
= 9 = 1 1 1
Ej—:3-§j( - ):3hm(1——>:3,
<= 9n? — 3n — 2 —~\(3n-2) (3n+1) n—o0 (3n+1)

und folglich ist die Reihe konvergent.



Aufgabe 3: (10 Punkte)
(a) Seien y > x > 0. Zeigen Sie, dass

1 1

er —ev < (y—x)

Hinweis: Der Mittelwertsatz kénnte hilfreich sein.

T—00

(b) Bestimmen Sie lim x(l — cos (;))

Losung:

(a) Sei f(t):=et. Dann ist f(t) auf dem Intervall [x,y] stetig differenzierbar mit

1

OE—

——
Nach dem Mittelwertsatz existiert ein ¢ € (x,y), sodass

Da x —y < 0, ist dies dquivalent zu

€c
flo) = fly) =y —2) .
Nun ist aber die Funktion f'(t) auf dem Intervall [z, y| monoton fallend, denn aus ¢ > x
folgt
1 11 1 e er
“<eG<m T @@

und damit die Behauptung, denn

1
1

ef—ev = @)= [ =y—1) S <(y—2)- 2

2
(b) Der Grenzwert ist (via der Substitution t := 1) gleich
1-— t
i (20,
t—0t t

Setzen wir nun f(z) := cos(x), so kénnen wir diesen Grenzwert (unter der Tatsache dass
cos(0) = 1) auch lesen (und berechnen) als

lim (COS(O) — cos (1)

t—0+ t—0

)=t () = o) =i <o

denn wir wissen dass cos(z) auf R differenzierbar ist mit cos'(x) = — sin(x).




Aufgabe 4: (20 Punkte)

Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) Ist Y~ >° a, eine Reihe mit a, € C\ {0} und < 1—1 fiir fast alle n € N, dann ist
die Reihe konvergent. (5P)

An41
an

(b) Sind > >° a2 und > °7, b2 konvergent mit a,,b, € R fiir alle n € N, dann ist auch

n=1"n

> o | anby, konvergent. (5 P.)

(c) Sei f:R — R eine beschrinkte und stetige Funktion. Dann existiert ein zy € R, sodass
f(z0) = wo. (5 P)

(d) Es existiert eine unbeschrénkte Folge in C, welche eine Cauchyfolge als Teilfolge besitzt.
(5 P.)

Losung:

(a) Falsch. Wir setzen a; := 1 und a,, := ﬁ fiir n > 2. Dann gilt fiir n > 2, dass

1
((n—i—l)—l)

()

Ant1 n—1

Qn

’

S|

1
e
n n

aber

o0 oo 1

Zanzl—f—zﬁz—i—oo.

n=1 n=1
denn bei dem zweiten Faktor handelt es sich um die harmonische Reihe, welche nach der
Vorlesung divergiert.

(b) Richtig. Mehrmals haben wir in der Ubung und Vorlesung gesehen, dass fiir x,y > 0
gilt, dass
z? 4 y* > 2xy.

Dies kann man auch alternativ aus 0 < (z — y)2 leicht folgern. Somit ist

o0 oo oo oo oo
Zanbn < Z |anby,| < Zai+bi = Zai —I—Zbi < 0.
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

(¢) Richtig. Da f(x) beschréankt ist, existiert ein ¢ > 0, sodass f(R) C [—¢, ¢|]. Nun betrach-
ten wir die Einschriankung von f auf das Intervall [—c, ¢|, nennen wir diese einfach g.
Formal notieren wir es als g :== f||_.. Mit anderen Worten haben wir eine wohldefinierte
(und ebenfalls stetige) Funktion

g: [—c¢,c = [—¢,cl.

Wenn also g(x) einen Fixpunkt hat, so hat auch f(x) einen. Wir betrachten die (ebenfalls
stetige) Funktion
h:[—c,d] >R, z+ g(z)—x.

Dann hat ndmlich g(x) genau dann einen Fixpunkt, wenn h(x) eine Nullstelle hat. Letz-
teres folgt aber aus dem Zwischenwertsatz, denn

und



(d) Richtig. Zum Beispiel
{ 1 ,n gerade
Ay =
n ,n ungerade

tut das. Die Teilfolge (as,), oy ist als konstante Folge offensichtlich eine Cauchyfolge,
aber (an),,cy selbst ist unbeschrénkt.



Aufgabe 5: (10 Punkte)
Bestimmen Sie alle lokale und globale Minima und Maxima der Funktion

fR—=R, x»—)/ £t — 1)e” dt.
0

Losung: Die Funktion f(x) ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung auf ganz R stetig differenzierbar mit

Fle) = 2(a = De” = afa = 1)(o + D

Die moglichen Extremalstellen von f(x) sind die Nullstellen von f'(z), in diesem Fall also
genau © € {—1,0,1} und keine anderen, denn e** £ 0 fiir alle z € R. Wir beobachten
aukerdem, dass

lim f'(z) = —o0, lim f'(z) = +o0.

T——00 r—r—+00

Aufgrund der Stetigkeit von f(z) muss somit

lim f(z) =400 = lim f'(z)

T—+—00 Tr—>-+00

gelten. Es folgt also, dass f(x) kein globales Maximum haben kann, dafiir aber ein globales
Minimum. Wir sehen sofort, dass die Vorzeichen von f'(z) wie folgt gegeben sind:

z (—o0,—1) [ (=1,0) [ (0,1) [ (1,0)
sign(/f'(z)) = + | - + |

Hierbei kénnen wir die (strikte) Monotonie von f(x) ablesen. Wir sehen, dass f(x) in:

e © = —1 ein lokales Minimum hat,
e 1 = 0 ein lokales Maximum hat,

e 1 =1 ein lokales Minimum hat.

Aukerdem handelt es sich bei einem dieser beiden lokalen Minima auch um ein globaes
Minimum. Da f'(x) aber antisymmetrisch ist, ist f(x) symmetrisch, und daher gilt

f(1) = f(=1),

also sind beide Minima global. Alternativ kann man mit der Substitution u := —t von [0, 1]
nach [0, —1] argumentieren, dass

Wer sich die Bloke gemacht hat, das Integral auszurechnen, miisste darauf gekommen sein,
dass



Aufgabe 6: (10 Punkte)
1

Vi+t
f,4] = [1,2], t— Wt

4
Bestimmen Sie das Integral / dt.
1

Losung: Die Funktion

ist eine stetig differenzierbare Bijektion. Wir konnen daher die Substitution x := \/t verwen-
den. Wir erhalten dx = %, oder dquivalent dt = 2x dx, und damit

S| S|
/ dt = / 2-2xd:c
1 \/g—i—t 1 r+x

2
1
= 2~/ dx
1 1+I

= 2-[In(l+2)];7]

~au(l)




