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10. Übungsblatt

Präsenzaufgabe 10.1 Sei f : Rn → R eine Ck-Abbildung und g : Rn → R eine
stetige Abbildung. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Für alle µ ∈ Nk0 mit |µ| ≤ k gilt

supp(∂µf) ⊆ supp(f).

(b) Für jede Polynomfunktion f gilt

supp(f) =

{
Rn, (f 6= 0)
∅, (f = 0).

(c) supp(fg) ⊆ supp(f) ∩ supp(g).

(d) supp(f + g) ⊆ supp(f) ∪ supp(g).

Präsenzaufgabe 10.2 Berechnen Sie∫
[0,1]×[1,2]

(x1 + x2)−3 dx.

Präsenzaufgabe 10.3 Sei B = {x ∈ R2 : ‖x‖ < 1}. Berechnen Sie∫
B

x21x
2
2 dx.

Präsenzaufgabe 10.4 Berechnen Sie das Volumen von dem offenen Gebiet in
R3, dass zwischen den Paraboloiden

{x ∈ R3 : x21 + x21 − x3 = 4}

und
{x ∈ R3 : x21 + x21 + x3 = 4}

liegt.

Präsenzaufgabe 10.5 Sei B := {x ∈ Rn : ‖x‖ < 1} und

Φ : B → Rn, x 7→ 1√
1− ‖x‖2

x

(a) Zeigen Sie, dass Φ bijektiv ist. Zeigen Sie weiter, dass

Ψ : Rn → B, x 7→ 1√
1 + ‖x‖2

x

die Umkehrabbildung von Φ ist.



(b) Folgern Sie, dass Φ ein C1-Diffeomorphismus ist.

(c) Beweisen Sie, dass

DΦ(x) =
1√

1− ‖x‖2
(
In + Φ(x)Φ(x)t

)
(x ∈ Rn).

(d) Zeigen Sie

detDΦ(x) =
1(

1− ‖x‖2
)n

2 +1
(x ∈ Rn).

(e) Beweisen Sie, dass für alle φ ∈ Cc(Rn)∫
Rn

φ(x) dx =

∫
B

φ

(
1√

1− ‖x‖2
x

)
1(

1− ‖x‖2
)n

2 +1
dx.



Hausaufgabe 10.1 Wir definieren für φ ∈ Cc(Rn) die Fouriertransformation

Fφ : Rn → C

von φ als

Fφ(ξ) :=

∫
Rn

φ(x)e−i〈ξ,x〉 dx (ξ ∈ Rn).

(a) Beweisen Sie, dass für alle φ ∈ C∞c (Rn) und µ ∈ Nn0

F
(
∂µφ

)
(ξ) = (iξ)

µ Fφ(ξ) (ξ ∈ Rn),

wobei
(y)

µ
:= yµ1

1 · · · yµn
n (y ∈ Rn).

(b) Zeigen Sie, dass für alle φ ∈ C∞c (Rn) und A ∈ GL(n,R)

F
(
A∗φ

)
=

1

det(A)

(
(A−1)t

)∗F(φ),

wobei ∗ das Zurückziehen bezeichnet.

(c) Seien φ, ψ ∈ Cc(Rn). Wir definieren die Faltung φ ∗ ψ von φ und ψ durch

φ ∗ ψ(x) :=

∫
Rn

φ(x− y)ψ(y) dy (x ∈ Rn).

Beweisen Sie die Identität

F(φ ∗ ψ) = FφFψ.

Hausaufgabe 10.2

(a) Beweisen Sie, dass ∫
R2

e−‖x‖
2

dx = π.

Hinweis: Verwenden Sie Polarkoordinaten.

(b) Zeigen Sie, dass für alle n ∈ N∫
Rn

e−‖x‖
2

dx =

(∫
R
e−t

2

dt

)n
.

Folgern Sie, dass ∫
Rn

e−‖x‖
2

dx = π
n
2 .

Hausaufgabe 10.3 Sei U = (0, 1)2 ⊆ R2. Berechnen Sie∫
U

ex
2
1+x

2
2−x

2
1x

2
2

√
1− x21 dx

Hinweis: Betrachten Sie erst die Abbildung Φ : (−1, 1)×R→ R2, x 7→
(
x1, x2

√
1− x21

)
und verwenden Sie dann Polarkoordinaten.



Hausaufgabe 10.4 Sei f : Rn → R eine stetige kompakt getragene Funktion,
sodass f(x) ≥ 0 für alle x ∈ Rn und∫

Rn

f(x) dx = 1.

Wir definieren für ε > 0 die Funktion fε : Rn → R durch

fε(x) =
1

εn
f
(1

ε
x
)

(x ∈ Rn).

(a) Zeigen Sie, dass für alle ε > 0

supp(fε) = ε supp(f) := {εx : x ∈ supp(f)}

und ∫
Rn

fε(x) dx = 1.

(b) Beweisen Sie, dass für alle stetige Funktionen φ : Rn → R

lim
ε↓0

∫
Rn

fε(x)φ(x) dx = φ(0).

Abgabetermin der Hausaufgaben: Montag, 29. Juni 2020, 9 Uhr via Panda.


