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10. Übungsblatt

Hausaufgabe 10.1 Wir definieren für φ ∈ Cc(Rn) die Fouriertransformation

Fφ : Rn → C

von φ als

Fφ(ξ) :=

∫
Rn
φ(x)e−i〈ξ,x〉 dx (ξ ∈ Rn).

(a) Beweisen Sie, dass für alle φ ∈ C∞c (Rn) und µ ∈ Nn0
F
(
∂µφ

)
(ξ) = (iξ)

µ Fφ(ξ) (ξ ∈ Rn),

wobei
(y)

µ
:= yµ1

1 · · · yµnn (y ∈ Rn).

(b) Zeigen Sie, dass für alle φ ∈ C∞c (Rn) und A ∈ End(Rn)

F
(
A∗φ

)
=

1

|det(A)|
(
(A−1)t

)∗F(φ),

wobei ∗ das Zurückziehen bezeichnet.

(c) Seien φ, ψ ∈ Cc(Rn). Wir definieren die Faltung φ ∗ ψ von φ und ψ durch

φ ∗ ψ(x) :=

∫
Rn
φ(x− y)ψ(y) dy (x ∈ Rn).

Beweisen Sie die Identität

F(φ ∗ ψ) = FφFψ.

Lösung:

(a) Sei φ ∈ C∞c (Rn). Wenn 1 ≤ j ≤ n und ξ ∈ Rn, dann

F(∂jφ)(ξ) =

∫
Rn
∂jφ(x)e−〈x,ξ〉 dx =

∫
Rj−1

∫
Rn−j

∫
R
∂jφ(u, xj , v)e−i〈(u,xj ,v),ξ〉 dxj dv du.

Jetzt wenden wir partielle Integration auf dem inneren Integral an un bekommen∫
R
∂jφ(u, xj , v)e−i〈(u,xj ,v),ξ〉 dxj = −

∫
R
φ(u, xj , v)∂je

−i〈(u,xj ,v),ξ〉 dxj

= iξj

∫
R
φ(u, xj , v)e−i〈(u,xj ,v),ξ〉 dxj

und damit

F(∂jφ)(ξ) = iξj

∫
Rj−1

∫
Rn−j

∫
R
φ(u, xj , v)e−i〈(u,xj ,v),ξ〉 dxj dv du

= iξj

∫
R
φ(x)e−i〈x,ξ〉 dx = iξjFφ(ξ).

Wenn µ ∈ Nn0 , dann liefert wiederholte Anwendung dieser Identität

F(∂µφ)(ξ) = (iξ)µFφ(ξ).



(b) Sei A ∈ GL(n,R) und φ ∈ Cc(Rn. Nach der Transformationsformel gilt für alle
ξ ∈ Rn ∫

Rn
A∗φ(x)e−i〈ξ,x〉 dx =

∫
Rn
φ(Ax)e−i〈ξ,x〉 dx

=

∫
Rn
|det(A−1)|φ(y)e−i〈ξ,A

−1x〉 dy

=
1

|det(A)|

∫
Rn
φ(y)e−i〈(A

−1)tξ,x〉 dy.

Es folgt

F(A∗φ) =
1

|det(A)|
(
(A−1)t

)∗F(φ).

(c) Seien φ, ψ ∈ Cc(Rn) und ξ ∈ Rn. Es gilt

F(φ ∗ ψ)(ξ) =

∫
Rn
φ ∗ ψ(x)e−i〈x,ξ〉 dx

=

∫
Rn

∫
Rn
φ(x− y)ψ(y)e−i〈x,ξ〉 dy dx

=

∫
Rn×Rn

φ(x− y)ψ(y)e−i〈x,ξ〉 d(x, y)

Wir betrachten jetzt die Abbildung

Φ : Rn × Rn → Rn × Rn, (x, y) 7→ (x− y, y).

Die Abbildung Φ ist linear und bijektiv. Damit ist es ein C1-Diffeomorphismus.
Es gilt

detDΦ(x, y) = det

(
In −In
0 In

)
= 1

(
(x, y) ∈ Rn × Rn

)
.

Wir definieren

f : Rn × Rn → R; (x, y) 7→ φ(x)ψ(y)e−i〈x+y,ξ〉

Nach der Transformationsformel gilt∫
Rn×Rn

φ(x− y)ψ(y)e−i〈x,ξ〉 d(x, y) =

∫
Rn×Rn

(f ◦ Φ)(x, y) detDΦ(x, y) d(x, y)

=

∫
Rn×Rn

f(x, y) d(x, y)

=

∫
Rn

∫
Rn
φ(x)ψ(y)e−i〈x,ξ〉e−i〈y,ξ〉 dx dy

= Fφ(ξ)Fψ(ξ).

Hausaufgabe 10.2

(a) Beweisen Sie, dass ∫
R2

e−‖x‖
2

dx = π.



(b) Zeigen Sie, dass für alle n ∈ N∫
Rn
e−‖x‖

2

dx =

(∫
R
e−t

2

dt

)n
.

Folgern Sie, dass ∫
Rn
e−‖x‖

2

dx = π
n
2 .

Lösung:

(a) Wir verwenden Polarkoordinaten. Nach der Transformationsformel gilt∫
R2

e−‖x‖
2

dx =

∫ ∞
0

∫ 2π

0

re−r
2

dφ dr = 2π
(−1

2
e−r

2)∣∣∞
r=0

= π.

(b) Sei n ∈ N und x ∈ Rn. Es gilt

e−‖x‖
2

= e−
∑n
k=1 x

2
k = e−x

2
1 . . . e−x

2
n

und darum ∫
Rn
e−‖x‖

2

dx =

∫
R
· · ·
∫
R
e−x

2
1 . . . e−x

2
n dx1 . . . dxn

=

∫
R
e−x

2
1 dx1· · ·

∫
R
e−x

2
n dxn

=

(∫
R
e−t

2

dt

)n
.

Es folgt ∫
Rn
e−‖x‖

2

dx =

(∫
R2

e−‖y‖
2

dy

)n
2

.

Nach (a) ist die rechte Seite gleich π
n
2 .

Hausaufgabe 10.3 Sei U = (0, 1)2 ⊆ R2. Berechnen Sie∫
U

ex
2
1+x2

2−x
2
1x

2
2

√
1− x2

1 dx

Lösung: Wir definieren die Abbildung Φ : (−1, 1)×R→ R2, x 7→
(
x1, x2

√
1− x2

1

)
.

Es gilt

detDΦ(x) = det

(
1 0

− x1x2√
1−x2

1

√
1− x2

1

)
=
√

1− x2
1.

Sei f : R2 → R, x 7→ e‖x‖
2

. Nach der Transformationsformel gilt

I :=

∫
U

ex
2
1+x2

2−x
2
1x

2
2

√
1− x2

1 dx =

∫
U

f ◦ Φ(x) detDΦ(x) dx =

∫
Φ(U)

f(y) dy.

Es gilt

Φ(U) = {(x1, x2

√
1− x2

1) : x1, x2 ∈ (0, 1)} = {y ∈ R2 : y1 > 0, y2 > 0 und y2
1+y2

2 < 1}.

Wir verwenden jetzt Polarkoordinaten und bekommen

I =

∫ 1

0

∫ π
2

0

rer
2

dφ dr =

∫ π
2

0

dφ

∫ 1

0

rer
2

dr =
π

4
(e− 1).



Hausaufgabe 10.4 Sei f : Rn → R eine stetige kompakt getragene Funktion,
sodass f(x) ≥ 0 für alle x ∈ Rn und∫

Rn
f(x) dx = 1.

Wir definieren für ε > 0 die Funktion fε : Rn → R durch

fε(x) =
1

εn
f
(1

ε
x
)

(x ∈ Rn).

(a) Zeigen Sie, dass für alle ε > 0

supp(fε) = ε supp(f) := {εx : x ∈ supp(f)}

und ∫
Rn
fε(x) dx = 1.

(b) Beweisen Sie, dass für alle stetige Funktionen φ : Rn → R

lim
ε↓0

∫
Rn
fε(x)φ(x) dx = φ(0).

Lösung:

(a) Sei ε > 0. Es gilt

supp(fε) = {x ∈ Rn : f
(1

ε
x
)
6= 0} = ε{x ∈ Rn : f(x) 6= 0} = ε supp(f).

Die Abbildung Φ : Rn → Rn, x 7→ ε−1x ist linear und invertierbar. Damit ist
sie C1. Es gilt det Φ(x) = ε−n. Nach der Transformationsregel gilt∫

Rn
ε−nf(ε−1x) dx =

∫
Rn
f(x) dx. = 1.

(b) Sei η > 0. Wir werden beweisen, dass es ein r > 0 gibt, sodass für alle 0 < ε < r∣∣∣∣∫
Rn
fε(x)φ(x) dx− φ(0)

∣∣∣∣ < η.

Weil
∫
Rn fε(x) dx = 1, gilt∣∣∣∣∫

Rn
fε(x)φ(x) dx− φ(0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Rn
fε(x)

(
φ(x)− φ(0)

)
dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Rn
fε(x)

∣∣φ(x)−φ(0)
∣∣ dx.

Sei ρ > 0, sodass supp(f) ⊆ B(ρ) := {x ∈ Rn : ‖x‖ < ρ}. Aus (a) folgt
supp(fε) ⊆ B(ερ) und darum∫

Rn
fε(x)

∣∣φ(x)− φ(0)
∣∣ dx =

∫
B(ερ)

fε(x)
∣∣φ(x)− φ(0)

∣∣ dx.
Sei η > 0. Es gibt ein δ > 0, sodass

∣∣φ(x) − φ(0)
∣∣ < η für alle x ∈ B(δ). Sei

r = δ
ρ . Wenn 0 < ε < r, dann∫

Rn
fε(x)

∣∣φ(x)− φ(0)
∣∣ dx ≤ η ∫

Rn
fε(x) dx = η.


