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10. Ubungsblatt

Priisenzaufgabe 10.1 Sei f : R” — R eine C*-Abbildung und g : R® — R eine
stetige Abbildung. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Fiir alle u € NE mit |u| < k gilt
supp(0"f) C supp(f)-

(b) Fiir jede Polynomfunktion f gilt

= { ¥ 420

(¢) supp(fg) C supp(f) Nsupp(g).
(d) supp(f + g) C supp(f) Usupp(g).

Losung: Es gilt

supp(f) = {o € R : f(2) £ 0} = (/" ({0})°) -

(a) Wenn y € (f_l({O}))o, dann gibt es eine offene Umgebung U von y in R™,
sodass f |U = 0. Es folgt, dass alle Ableitungen von f in y gleich 0 sind. Insbe-
sondere gilt fiir alle p € Nj

ye (@) (op)

Dies beweisst, dass (f_l({O}))O C ((8”]‘)_1({0})>o und damit

supp(@) = (@) (on)) " < (1 ({01)°)" = supp(f).

(b) Wenn f eine Polynomfunktion ist, dann ist f eindeutig bestimmt durch die Ab-
leitungen 0* f(x) mit u € NJ fiir ein festes Punkt 2 € R™. Wenn (f_l({O}))o #

) und z € (f’l({O}))o, dann gilt 0¥ f(x) = 0 fir alle p € Nj. Es folgt, dass
f = 0 und supp(f) = supp(0) = . Wenn (ffl({O}))o = (), dann gibt es ein
Punkt x € R”, sodass f(x) # 0. Es folgt, dass f # 0 und supp(f) = R™.

(c) Es gilt

supp(fg) = {z € R™: f(z) # 0 und g(x) # 0}
= f1({o}) ng-1({o})
< f71 {0} ng=t({0})
= supp(f) Nsupp(g).




(d) Es gilt

supp(f +g) C {z € R": f(x) # 0 oder g(z) # 0}
= f~1({0}) ug=1({0})
= f~1({o}) ug=1({0})
= supp(f) Usupp(g).

Priasenzaufgabe 10.2 Berechnen Sie

/ (w1 + 22)? du.
[0,1]x[1,2]

Lésung: Es gilt

1 g2
/ (z1 + x0) P daw = / / (z1 + x2) "3 dy day
[0,1]x[1,2] 0o J1

Das innere Integral ist gleich

2
. 1 012 1 _ 1 _
/(1’1 +l‘2) 3d$2:7§(f£1 +Iz) 2| *5(1‘14*1) 27§(I1+2) 2.
1

I2:1 -

Es folgt

b 1
/ (1 + 22) 2 dr = / (f(xl +1)72 = —(z1 + 2)72) dxy
0,1]x[1,2] 0o 2 2

1

x1=0

= (_ %(xl +1)7 4+ %(zl + 2)*1)
:

Prisenzaufgabe 10.3 Sei B = {z € R? : ||z|| < 1}. Berechnen Sie
/ a3 da.
B

®:(0,1) x (0,21) » R?, (r,¢) = ( ZE?EE%) )

® ist ein C'-Diffeomorphismus auf V := B\ ([0,1) x {0}). Es gilt

Losung: Sei

det D®(r,¢) =1 (re(0,1),¢ € (0,2m)).

Da die Integrale iiber B und iiber V gleich sind, folgt

2,27 2,2
/mledx—/ rixsy dr
B v

1 27
_ / / 5 cos?(¢) sin? () deb dr
0 0

:/01r5dr/02ﬂ<—;COS(4¢)+;>d¢
17 T

64 24



Prasenzaufgabe 10.4 Berechnen Sie das Volumen von dem offenen Gebiet in
R3, dass zwischen den Paraboloiden

{reR® 2 +a]—z3=4}

und
{reR®:af+af+a3=4}
liegt.

Losung: Wir schreiben M fiir das Gebiet zwischen den beide Paraboloiden. M wird
von unten beschrinkt durch {z € R?® : 22 + 2% — 3 = 4} und von oben durch
{x € R? : 2% + 2? + 23 = 4}. Ein Punkt z € R? ist genau dann erhalten in M, wenn

x%+x§—4<x3<—(x§+x%)+4.

Die Ungleichung 23 + 23 — 4 < — (2% + 23) + 4 ist #quivalent zu /2?2 + 23 < 2. Es
folgt

—(af+a3)+4

/ dx:/ / dxsd(xy,xs)
M {(z1,2)ER?:y /22 4+23<2} Jog=a2+ai—4

:/ (—2(1‘%4-9;%)4_8) d(z1,72)
{(21,22)€R?:\ /a2 a3 <2}

Jetzt introduzieren wir Polarkoordinaten und bekommen

2 2m
/dm:// r(—2r® +8) dpdr = 167.
M 0 Jo

Prisenzaufgabe 10.5 Sei B :={x € R": |z]| < 1} und

1

®:B—R", 3 ———u
1 — ]|
(a) Zeigen Sie, dass ® bijektiv ist. Zeigen Sie weiter, dass

1
v :R" — B, T ———ux
14 [|l]?
die Umkehrabbildung von & ist.
(b) Folgern Sie, dass ® ein C'*-Diffeomorphismus ist.

(c) Beweisen Sie, dass

1 t n
Dd(z) = W(IR +o(0)2(2))  (reR). (1)

(d) Zeigen Sie
1

det D®(z) = ———————
(1—[lz2)* ™

(x € R™).

(e) Beweisen Sie, dass fiir alle ¢ € C.(R™)

1 1
x)dr = x  dx
[ oasn= o ) o



Lésung:

(a) Fiir alle z € B gilt

1 1
H(pe) = VIl
1 1
* H Vil
= T
= 1el) (14 e lel)
1
= 2 2.13
L— 2]+ =]
=z
und fiir alle x € R™ gilt
1 1
(D(\I/(x)) = : = \/1 n ||93||2x
1 —
H Ve FIE
= T
0+ 1el) (1= celel?)
1
= 2 23j
T+ ol el
=X.

Es folgt, dass ® bijektiv ist und ®~! = U,

(b) Die Abbildungen ® und ¥ sind beide stetig differenzierbar. Da ®~! = U, ist ®
ein C'-Diffeomorphismus.

(¢) Sei z € B und seien 1 < i,5 < n. Es gilt

r+ o=, (i=))

ot =1 0 (o LT e
(1 uwu)f’

T (2@ 1) (=)

T\ @@, G#0)

Gleichung folgt aus dieser Berechnung.

(d) Sei z € B. Dann gilt

Do(z)®(z) = (In+@(2)®(2)") @ (z) = 12(1+||<I>(x)|2)‘1>($)'

1
V1= [lz]? 1 =[]

Es folgt, dass ®(z) einen Eigenvektor zum Eigenwert 1—1H1H2 (1+|®(x)]|?) ist.

Fiir jeder v € ®(x)* gilt
1

—".
A

Do(x)v = I, + ©(z)®(z)")v =

1
V=T



Es folgt, dass v einen Eigenvektor zum Eigenwert ist. Sei {va,... v}

1
Vi-llzl?
eine Basis von ®(x)+. Dann ist {®(z), v, ..., v,} eine Basis von Eigenvektoren
von R". Es folgt

det DB (x) = <1—||1x||2>3(1 +l|2()]%)
R Jal?
=T T
1

(1= [lzl2)E+

(e) Die Identitét folgt aus der Transformationsformel.



