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11. Übungsblatt

Für n ∈ N und r > 0, sei Sn−1(r) := {x ∈ Rn : ‖x‖ = r} die (n − 1)-Sphäre mit
Radius r. Wir schreiben Sn−1 für Sn−1(1). Wir definieren die Abbildung Γ : R+ →
R durch

Γ(t) =

∫ ∞
0

st−1e−s ds (t > 0).

Präsenzaufgabe 11.1

(a) Beweisen Sie für jede Funktion φ ∈ Cc(Rn)∫
Rn

φ(x) dx =

∫ ∞
0

∫
Sn−1

rn−1φ(rω) dω dr.

Hier bezeichnet dω das Flächenmaß auf Sn−1.

(b) Zeigen Sie, dass ∫
Rn

e−‖x‖
2

dx =
1

2
vol(Sn−1)Γ

(n
2

)
(c) Beweisen Sie die Identität

vol(Sn−1) =
2π

n
2

Γ
(
n
2

) .
(d) Beweisen Sie für alle t > 0 die Funktionalgleichung der Gamma-Funktion

Γ(t+ 1) = tΓ(t).

Beweisen Sie weiter, dass

Γ(1) = 1 und Γ(
1

2
) =
√
π.

Diese Formeln bestimmen Γ
(
n
2

)
für alle n ∈ N.

Lösung:

(a) Sei U ⊆ Rn1 eine offene Teilmenge und sei κ : U → Sn−1 eine Karte von Sn−1

mit dichtem Bild. Dann ist die Abbildung

Φ : R>0 × U → Rn; (r, x) 7→ rκ(x)

ein C1-Diffeomorphismus auf ein offene und dichte Teilmenge von Rn. Für alle
1 ≤ i ≤ n − 1 gilt, dass ∂xi

Φ(r, x) erhalten ist in dem Tangentialraum von
Sn−1(r). Da

TωS
n−1(r) = ω⊥

(
ω ∈ Sn−1(r)

)
gilt

〈∂xiΦ(r, x), κ(x)〉 = 0 (1 ≤ i ≤ n, r > 0, x ∈ U)



oder, äquivalent dazu

DxΦ(r, x)tκ(x) = 0 (r > 0, x ∈ U).

Weil
DΦ(r, x) =

(
κ(x) DxΦ(r, x)

)
folgt

DΦ(r, x)tDΦ(r, x) =


κ(x)t

DxΦ(r, x)t

( κ(x) DxΦ(r, x)
)

=


κ(x)tκ(x) κ(x)tDxΦ(r, x)

DxΦ(r, x)tκ(x) DxΦ(r, x)tDxΦ(r, x)



=


1 0

0 DxΦ(r, x)tDxΦ(r, x)


Weiter gilt DxΦ(r, x) = rDκ(x) und darum

DΦ(r, x)tDΦ(r, x) =


1 0

0 r2Dκ(x)tDκ(x)

 .

Damit folgt

det
(
DΦ(r, x)

)2
= det

(
DΦ(r, x)tDΦ(r, x)

)

= det


1 0

0 r2Dκ(x)tDκ(x)


= r2(n−1) det

(
Dκ(x)tDκ(x)

)
.

Sei φ ∈ Cc(Rn). Nach der Transformationsformel gilt∫
Rn

φ(x) dx =

∫ ∞
0

∫
U

φ
(
rκ(x)

)
|detDΦ(r, x)| dx dr

=

∫ ∞
0

∫
U

φ
(
rκ(x)

)√
det
(
DΦ(r, x)

)2
dx dr

=

∫ ∞
0

∫
U

φ
(
rκ(x)

)
rn−1

√
det
(
Dκ(x)tDκ(x)

)
dx dr

=

∫ ∞
0

∫
Sn−1

φ
(
rω
)
rn−1 dω dr.

(b) Sei θ ∈ Cc(R), sodass 0 ≤ θ(r) ≤ 1 für alle r ∈ R und θ
∣∣
Bn(1)

= 1. Für alle

ε > 0 ist die Funktion x 7→ θ(ε‖x‖)e−x2

ist kompakt getragen und es gilt∫
Rn

e−‖x‖
2

dx = lim
ε↓0

∫
Rn

θ(ε‖x‖)e−‖x‖
2

dx.



Aus (a) folgt∫
Rn

e−‖x‖
2

dx = lim
ε↓0

∫ ∞
0

∫
Sn−1

rn−1θ(εr)e−‖r‖
2

dω dr

=

∫
Sn−1

dω

∫ ∞
0

rn−1e−‖r‖
2

dr

= vol(Sn−1)

∫ ∞
0

rn−1e−‖r‖
2

dr.

Wir benützen jetzt nochmals die Transformationsformel und schreiben das In-
tegral als ein Integral über ρ = r2. Wir bekommen∫

Rn

e−‖x‖
2

dx =
1

2
vol(Sn−1)

∫ ∞
0

ρ
n
2−1e−ρ dρ =

1

2
vol(Sn−1)Γ

(n
2

)
.

Nach Hausaufgabe 10.2 ist
∫
Rn e

−‖x‖2 dx gleich π
n
2 . Darum folgt

vol(Sn−1) =
2π

n
2

Γ
(
n
2

) .
(c) Sei t > 0. Wir verwenden partielle Integration und bekommen

Γ(t+ 1) =

∫ ∞
0

xte−x dx = −xte−x
∣∣∞
x=0

+

∫ ∞
0

txt−1e−x dx = tΓ(t).

Weiter gilt

Γ(1) =

∫ ∞
0

e−x dx = −e−x
∣∣∞
x=0

= 1

und

Γ

(
1

2

)
=

∫ ∞
0

x−
1
2 e−x dx = 2

∫ ∞
0

e−y
2

dy =

∫
R
e−y

2

dy =
√
π.

Präsenzaufgabe 11.2

(a) Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn. Nehmen Sie an, dass
es eine offene Teilmenge U ⊆ Rk und eine C1-Abbildung f : U → Rn−k gibt,
sodass M = {

(
x, f(x)

)
: x ∈ U} ⊆ Rn. (Jede Untermannigfaltigkeit kann lokal

als ein Graph dargestellt werden; Satz 2 in Kapitel I.9 in Forster 2.) Geben Sie
eine Formel für das k-Volumen von M als ein Integral über U . Untersuchen Sie
speziell den Fall k = n− 1.

(b) Schreiben Sie S2 ⊆ R3 als Vereinigung von Graphen von C1-Funktionen und
berechnen Sie damit das 2-Volumen von S2.

Lösung:

(a) Wir benützen κ : U →M , x 7→
(
x, f(x)

)
als Karte von M . Es gilt

Dκ(x) =


Ik

Df(x)





und darum

Dκ(x)tDκ(x) =
(
Ik Df(x)t

)
Ik

Df(x)

 = Ik +Df(x)tDf(x).

Es folgt, dass

vol(M) =

∫
U

√
det
(
Ik +Df(x)tDf(x)

)
dx.

Wenn k = n− 1, dann gilt

vol(M) =

∫
U

√
det
(
Ik + gradf(x)gradf(x)t

)
dx =

∫
U

√
1 + ‖gradf(x)‖2 dx.

(b) Sei f± : B2(1)→ R, x 7→ ±
√

1− ‖x‖2. Dann ist⋃
±
{
(
x, f±(x)

)
: x ∈ B2(1)}.

eine offene und dichte Teilmenge von S2. Es folgt

vol(S2) =
∑
±

∫
B2(1)

√
1 + ‖gradf±(x)‖2 dx

= 2

∫
B2(1)

√√√√1 +

∥∥∥∥∥ 1√
1− ‖x‖2

x

∥∥∥∥∥
2

dx

= 2

∫
B2(1)

√
1 +

‖x‖2
1− ‖x‖2

dx

= 2

∫
B2(1)

1√
1− ‖x‖2

dx.

Jetzt setzen wir Polarkoordinaten ein und bekommen

vol(S2) = 2

∫ 1

0

∫ 2π

0

r√
1− r2

dφ dr = 4π.


