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12. Ubungsblatt

Hausaufgabe 12.1 Sei r > 0 und n € N mit n > 2. Beweisen Sie die Identitét
nvol, (B"(r)) = rvol,_1 (S"(r)).
Betrachten Sie dazu das Vektorfeld
fR" >R, z—u=x
und verwenden Sie den Integralsatz von Gaufl.

Lésung: Fiir alle x € R™ gilt divf(z) = n. Wir verwenden den Integralsatz von
Gaufl und bekommen

nvol, (B"(r)) = /Bn(,) divf(z) dzx

1
= /sw-) (f(y), mm dy

/ Iyl dy
$n(r)

=rvol,_1 (S"_l(r)).

Hausaufgabe 12.2 Sei M = {z € R3 : 27 + 23 < 1,-1 < 23 < 1} und sei
f:R3 = R? das Vektorfeld gegeben durch

f(x) = (2123, 2720,23)  (z €R?).
(a) Berechnen Sie das duflere Einheitsnormalenfeld v von M.

(b) Wir schreiben dy fiir das Flichenmaf auf M. Berechnen Sie

/ (f(y),v(y))dy
OM

einmal direkt und einmal mit Hilfe des Integralsatzes von Gau8.
Lésung:
(a) Der Rand OM von M ist gleich
OM = N; U N5 U N3,
wobei
Ny={zeR:axi+tai=1,-1<z3<1}
No={r eR®: 2 + 23 <123 =—1}
Ny ={r eR®: 2] + 25 < 1,23 =1}.
Sie v : N7 U Ny U N3 — R? dass dufiere Einheitsnormalenfeld von M. Es gilt
v(z) = (11, 22,0)" (r € Ny)
v(z) = (0,0,—1)" (x € Na)
v(z) = (0,0,1)" (x € N3).



(b) Es gilt

| wvw)dy
:/ led:z:+/ —333d33+/NS:13§d:v

/ / 2 cos?(¢) sin?(¢) d¢dz3—|—2/ 1d(z1, z2)
z3=—1Jp= (z1,22)€B2(1)

2w
=2 d 2 ) d 9
[ s @sorao o
= 3.

Nach dem Integralsatz von Gauf} gilt

/ (F (). () dy = / div/(z) dz
OM M

:/ x3 4+ 2% + 323 dx
M

1
/ / r3 + 23 4 323 drs d(zy, 1)
(z1,22)EB2(1) Jrzg=—1

/ 2(x? + x3) + 2d(x1, 22)
(5517552)632(1)

/ 213 + 2r do dr
$=0

Il
w
3 =

Hausaufgabe 12.3 Sein € N und sei E : R™\ {0} — R gegeben durch

v 1P (n#2)
E =
37 logol| - [, (n=2).
Wir schreiben A fiir den Laplace-Operator auf R™.

(a) Zeigen Sie
AFE(x)=0 (x e R™\ {0}).

Sei f € C°(R™) und € > 0. Wir definieren ¢, : R” — R durch
o) = [ B@Ie-dy
R™\B" (¢)

(Vergleichen Sie diese Formel mit dem Faltungsprodukt.)

(b) Beweisen Sie, dass
M) = [ EwAf -y
R\ B"(¢)
(c) Beweisen Sie, dass fiir alle z € R"

80w = ¢ [ B Se ) + o~ ) rad B).v) dy



(d) Zeigen Sie, dass
1 —
7/5 i )E(y)<gradf(x —y),y)dy =€" 1/5 » E(ey)(grad f(z — ey),y) dy

und

1 1
. /S"l(e) f(z —y)(erad E(y),y) dy = Vol 1 (57 1) /Snil f(z —ey)dy.

Folgern Sie, dass

liig% E(y)(grad f(z —y),y)dy =0
€. Sn 1( )
und )
lim ~ [z —y)(grad E(y),y) dy = f().

(e) Beweisen Sie, dass fiir jedes 1 € C.(R™) der Grenzwert

lim E(y)y(y) dy
<40 Jrm\B (o)

existiert.

Wir definieren ¢ : R™ — R durch
o(x) = hfol oe(x) (x € R™).

(f) Beweisen Sie

Ad(@) = lim Ad(x) = f(@) (@ €R"),

Lésung:
(a) Sei x € R™\ {0}. Wenn n € N\ {2}, dann

n
Allz*~" =Y el
k=1

=(2-n)) Okla| "
k=1

= 2=m) > (= nllal 20} + o))

k=1
= @=m)( = nlz| ™+ njlz) )
=0.

Wenn n = 2, dann

Alog(||z|]) Zak log([|l)
Za’w E
2x2
,;chn? )
2
(Hx||2 - ||x||2)

I
o



(b)

Seien U und V offene Teilmengen von R™ und R™ und sei ¢ : U x V — C
eine stetige Abbildung, sodass ¢|va glatt ist. Sei 2 € R™ eine offene Teil-

menge, sodass Q kompakt und in V erhalten ist. Wir werden beweisen, dass die
Abbildung @ : U — C gegeben durch

=/¢(x,y)dy (zeV)
Q

glatt ist und fiir alle y € Ny
o*d(x /8“¢x y)d (x € U). (1)

Die Aussage folgt mit Induktion nach die Linge von pu, wenn die Aussage fiir
|| = 1 wahr ist. Sei k¥ € N mit k < n. Wir schreiben ey, fiir die k¢ standard
Basisvektor. Sei t € R. Es gilt

<I>(x—|—tek)

/azkas (2,) dy‘

¢$+t6k, ¢(-T,y) -

Oz, 9(x,y) dy‘

¢($ + tek7 y) _ d)(l:a y)
t

f/
Q

Wenn t hinreichend klein ist, gibt es nach der Satz von Taylor ein u € R™ sodass

oz + tex,y) = ¢(x,y) + Or, d(, y)t + %3§k¢(u7 y)t®

- 8;@(%1/)‘ dy.

Es folgt

O(z + tey) —
t

1
- [ 2uotan) o] < gswple2, oo
Q

Die rechte Seite konvergiert, wenn ¢t — 0. Es folgt, dass ® partiel differenzierbar
ist und

0z, P (x / O, O(z,y) d

Wie zuvor gesagt, folgt mit Induktion, dass ® glatt ist und gilt.

Da f kompakt getragen ist, und die Integrand E(y)f(z — y) glatt von = und y
abhéngt, diirven wir Differentitation und Integration verwechseln und bekom-
men

Ago(z) = A E@)f(z—y)dy = / E@)Af(z —y)dy.
R\ B7( R\ B" (e)

Sei € R"™ und sei r > 0 so grofB, dass supp(f(z — -)). Sei @ = B"(r) \ B"(e).
Es gilt

Age(z) = /Q E(y)Af(x —y) dy.

Da AFE gleich 0 ist auf €2, gilt nach der zweite Idententitdt von Green

/ E(y)Af(z —y) dy
Q

/ B(y)Af(z —y) — f(z — y)AE(y) dy
- /8 B(u){grad (o = ), v(u) = fa = u)grad E(w).v(a) du

=— - E(u){grad f(x —u),v(u)) — f(z — u){grad E(u), v(u)) du,



wobei du das Flichenmaf} auf 992 und v : 90 — R" das duflere Einheitsnornzaa—
lenfeld ist. (Bemerke, dass Af(z —y) = A, f(xz —y), wobei A, = >"7_, 6872.)
k
Es gilt
o0 =8""r)usS" (e

und

v(z) = f%x (z € S"H(e)).

Da f|S"—1(T') = 0, folgt

/ E@)ASf(r—y)dy = / E(u){grad f(z—u), u)+f (z—u)(grad E(u), u) du.
Q Sn=1(e)

€

(d) Fiir alle stetige Funktionen ¢ auf eine offene Umgebung von S™~*(¢) gilt

/3711(5) o(u)du = "1 /3an ¢(eu) du.

Es folgt

1 / E(u){grad f(z — u),u) du = e”_Q/ E(eu)(grad f(z — eu), eu) du
S7L71(E) Sn—1

€
=t / E(eu)(grad f(z — eu), u) du
Snfl
Wenn n # 2, dann

6nfl

_/sn—1 E(eu){grad f(z — eu),u) du
- (2 = n)vol,—1 (S 1)
: (2 —n)vol,_1(S1)
= (2 — n)vol,_1(S™~1)

/ <grad flx — eu), u> du
Sn—1

/STH1 |<gradf(x — eu),u)| du

/ lgrad £ (z — eu)|| du
S'n.fl

€
ueB"—

Wenn n = 2, dann

/Sl E(eu)(grad f(z — eu), u) du' = % /S1 (grad f(z — eu),u) du

< clog(e) sup lgrad f(z — u)|
u€ B2

€

In beide Félle konvergiert die rechte Seite gegen 0 wenn € | 0 und darum gilt

1
lim - E(u){grad f(z — u),u) du = 0.
el0 € Sn=1(¢)

Es gilt

grad E(u) = [uT"u  (ueR"\{0})

1
vol,_1 (Sn=1)



und darum

1 1 1
- x —u)(grad E(u udu_fi/ 2 — Wlull2=™ du
€ Lle(e) f( )<g > € VOlnfl(Snil) Sn—1(e) f( )H ||

:el_”%/ flz —u)du

VOln_l(Sn 1)

1
= m/g7l_l f(z — eu) du.

Die rechte Seite konvergiert gegen f(x), wenn € | 0.
(e) Sei ) € C.(R™). Es gilt

— = ,rnfl r
/R R E(y)¢(y) dy = / /S T Ew)y(rw) dwd

Wenn n # 2, dann

1 o0
/R"\B"(e) E(y)oly)dy = (2 —n)vol,—1(S™1) /E /S"il i (rw) dw dr.

Wenn n = 2, dann

/ E(y)y / /rlog (rw) dw dr.
R2\B2(0) 5

In beide Fille gibt es eine stetig Fortsetzung der Integrand nach [0, 00) x 7!
und darum

. 1 o
IEIJI}} @ = nvol, 1 (&) /6 \/Snfl r(rw)dwdr, (n#2)
lim E(y)(y) dy =

10 JRrn\Bn(e)
eiO 27r/ / rlog(r)y(rw) dw dr, (n=2)

(Q—Tl)voln (ST / /Sn ) Ylrw)dwdr, (n#2)

/ / rlog(r)y(rw) dw dr, (n=2).
S1

(f) Nach (e) gilt

1 [ee]
<2—n>voln1<sn—1>/o /S rfle—rw)dwdr, (n#2)

;ﬂ/ooo /Slrlog(r)f(x—rw)dwdr, (n=2).

In beide Fille ist die Integrand stetig als Funktion auf R” x [0, 00) x S"~1 und
glatt auf dass Innere von R” x [0,00) x S"~1. Es folgt aus die Losung von (b),



dass ¢ glatt ist und

1 oo
(2_n)voln_1(5n—1)/0 /Sn_erxf(x—rw)dwdr, (n #2)
/ Alrlog Ay f(z —rw) dwdr, (n=2).
B —n)voln (51 / /S A f(w —rw)dwdr, (n#2)
e | restnAse - dud (n=2)
—hmAqﬁe(

Aus (d) folgt lim.o Ade(x) = f(x).



