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12. Übungsblatt

Hausaufgabe 12.1 Sei r > 0 und n ∈ N mit n > 2. Beweisen Sie die Identität

n voln
(
Bn(r)

)
= r voln−1

(
Sn−1(r)

)
.

Betrachten Sie dazu das Vektorfeld

f : Rn → R; x 7→ x

und verwenden Sie den Integralsatz von Gauß.

Lösung: Für alle x ∈ Rn gilt divf(x) = n. Wir verwenden den Integralsatz von
Gauß und bekommen

n voln
(
Bn(r)

)
=

∫
Bn(r)

divf(x) dx

=

∫
Sn(r)

〈f(y),
1

‖y‖
y〉 dy

=

∫
Sn(r)

‖y‖ dy

= r voln−1

(
Sn−1(r)

)
.

Hausaufgabe 12.2 Sei M = {x ∈ R3 : x2
1 + x2

2 < 1,−1 < x3 < 1} und sei
f : R3 → R3 das Vektorfeld gegeben durch

f(x) =
(
x1x

2
2, x

2
1x2, x

3
3

)
(x ∈ R3).

(a) Berechnen Sie das äußere Einheitsnormalenfeld ν von M .

(b) Wir schreiben dy für das Flächenmaß auf M . Berechnen Sie∫
∂M

〈
f(y), ν(y)

〉
dy

einmal direkt und einmal mit Hilfe des Integralsatzes von Gauß.

Lösung:

(a) Der Rand ∂M von M ist gleich

∂M = N1 ∪N2 ∪N3,

wobei

N1 = {x ∈ R3 : x2
1 + x2

2 = 1,−1 < x3 < 1}
N2 = {x ∈ R3 : x2

1 + x2
2 < 1, x3 = −1}

N3 = {x ∈ R3 : x2
1 + x2

2 < 1, x3 = 1}.

Sie ν : N1 ∪N2 ∪N3 → R3 dass äußere Einheitsnormalenfeld von M . Es gilt

ν(x) = (x1, x2, 0)t (x ∈ N1)

ν(x) = (0, 0,−1)t (x ∈ N2)

ν(x) = (0, 0, 1)t (x ∈ N3).



(b) Es gilt∫
∂M

〈
f(y), ν(y)

〉
dy

=

∫
N1

2x2
1x

2
2 dx+

∫
N2

−x3
3 dx+

∫
N3

x3
3 dx

=

∫ 1

x3=−1

∫ 2π

φ=0

2 cos2(φ) sin2(φ) dφ dx3 + 2

∫
(x1,x2)∈B2(1)

1 d(x1, x2)

= 2

∫ 1

x3=−1

dx3

∫ 2π

φ=0

cos2(φ) sin2(φ) dφ+ 2π

= 3π.

Nach dem Integralsatz von Gauß gilt∫
∂M

〈
f(y), ν(y)

〉
dy =

∫
M

divf(x) dx

=

∫
M

x2
2 + x2

1 + 3x2
3 dx

=

∫
(x1,x2)∈B2(1)

∫ 1

x3=−1

x2
2 + x2

1 + 3x2
3 dx3 d(x1, x2)

=

∫
(x1,x2)∈B2(1)

2(x2
1 + x2

2) + 2 d(x1, x2)

=

∫ 1

r=0

∫ 2π

φ=0

2r3 + 2r dφ dr

= 3π.

Hausaufgabe 12.3 Sei n ∈ N und sei E : Rn \ {0} → R gegeben durch

E =


1

(2−n)voln−1(Sn−1)‖ · ‖
2−n, (n 6= 2)

1
2π log ◦‖ · ‖, (n = 2).

Wir schreiben ∆ für den Laplace-Operator auf Rn.

(a) Zeigen Sie
∆E(x) = 0 (x ∈ Rn \ {0}).

Sei f ∈ C∞c (Rn) und ε > 0. Wir definieren φε : Rn → R durch

φε(x) =

∫
Rn\Bn(ε)

E(y)f(x− y) dy.

(Vergleichen Sie diese Formel mit dem Faltungsprodukt.)

(b) Beweisen Sie, dass

∆φε(x) =

∫
Rn\Bn(ε)

E(y)∆f(x− y) dy.

(c) Beweisen Sie, dass für alle x ∈ Rn

∆φε(x) =
1

ε

∫
Sn−1(ε)

E(y)
〈
grad f(x− y), y

〉
+ f(x− y)

〈
gradE(y), y

〉
dy.



(d) Zeigen Sie, dass

1

ε

∫
Sn−1(ε)

E(y)
〈
grad f(x− y), y

〉
dy = εn−1

∫
Sn−1

E(εy)
〈
grad f(x− εy), y

〉
dy

und

1

ε

∫
Sn−1(ε)

f(x− y)
〈
gradE(y), y

〉
dy =

1

voln−1(Sn−1)

∫
Sn−1

f(x− εy) dy.

Folgern Sie, dass

lim
ε↓0

1

ε

∫
Sn−1(ε)

E(y)
〈
grad f(x− y), y

〉
dy = 0

und

lim
ε↓0

1

ε

∫
Sn−1(ε)

f(x− y)
〈
gradE(y), y

〉
dy = f(x).

(e) Beweisen Sie, dass für jedes ψ ∈ Cc(Rn) der Grenzwert

lim
ε↓0

∫
Rn\Bn(ε)

E(y)ψ(y) dy

existiert.

Wir definieren φ : Rn → R durch

φ(x) = lim
ε↓0

φε(x) (x ∈ Rn).

(f) Beweisen Sie
∆φ(x) = lim

ε↓0
∆φε(x) = f(x) (x ∈ Rn).

Lösung:

(a) Sei x ∈ Rn \ {0}. Wenn n ∈ N \ {2}, dann

∆‖x‖2−n =

n∑
k=1

∂2
k‖x‖2−n

= (2− n)

n∑
k=1

∂k‖x‖−nxk

= (2− n)

n∑
k=1

(
− n‖x‖−n−2x2

k + ‖x‖−n
)

= (2− n)
(
− n‖x‖−n + n‖x‖−n

)
= 0.

Wenn n = 2, dann

∆ log(‖x‖) =

2∑
k=1

∂2
k log(‖x‖)

=

2∑
k=1

∂k
xk
‖x‖2

=

2∑
k=1

( 1

‖x‖2
− 2x2

k

‖x‖4
)

=
( 2

‖x‖2
− 2

1

‖x‖2
)

= 0.



(b) Seien U und V offene Teilmengen von Rn und Rm und sei φ : U × V → C
eine stetige Abbildung, sodass φ

∣∣
U×V glatt ist. Sei Ω ∈ Rm eine offene Teil-

menge, sodass Ω kompakt und in V erhalten ist. Wir werden beweisen, dass die
Abbildung Φ : U → C gegeben durch

Φ(x) =

∫
Ω

φ(x, y) dy (x ∈ V )

glatt ist und für alle µ ∈ Nn
0

∂µΦ(x) =

∫
Ω

∂µxφ(x, y) dy (x ∈ U). (1)

Die Aussage folgt mit Induktion nach die Länge von µ, wenn die Aussage für
|µ| = 1 wahr ist. Sei k ∈ N mit k ≤ n. Wir schreiben ek für die kte standard
Basisvektor. Sei t ∈ R. Es gilt∣∣∣∣Φ(x+ tek)− Φ(x)

t
−
∫

Ω

∂xk
φ(x, y) dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

φ(x+ tek, y)− φ(x, y)

t
− ∂xk

φ(x, y) dy

∣∣∣∣
≤
∫

Ω

∣∣∣∣φ(x+ tek, y)− φ(x, y)

t
− ∂xk

φ(x, y)

∣∣∣∣ dy.
Wenn t hinreichend klein ist, gibt es nach der Satz von Taylor ein u ∈ Rn sodass

φ(x+ tek, y) = φ(x, y) + ∂xk
φ(x, y)t+

1

2
∂2
xk
φ(u, y)t2.

Es folgt ∣∣∣∣Φ(x+ tek)− Φ(x)

t
−
∫

Ω

∂xk
φ(x, y) dy

∣∣∣∣ ≤ 1

2
sup |∂2

xk
φ|vol(Ω)t

Die rechte Seite konvergiert, wenn t→ 0. Es folgt, dass Φ partiel differenzierbar
ist und

∂xk
Φ(x) =

∫
Ω

∂xk
φ(x, y) dy.

Wie zuvor gesagt, folgt mit Induktion, dass Φ glatt ist und (1) gilt.

Da f kompakt getragen ist, und die Integrand E(y)f(x− y) glatt von x und y
abhängt, dürven wir Differentitation und Integration verwechseln und bekom-
men

∆φε(x) = ∆

∫
Rn\Bn(ε)

E(y)f(x− y) dy =

∫
Rn\Bn(ε)

E(y)∆f(x− y) dy.

(c) Sei x ∈ Rn und sei r > 0 so groß, dass supp
(
f(x− · )

)
. Sei Ω = Bn(r) \Bn(ε).

Es gilt

∆φε(x) =

∫
Ω

E(y)∆f(x− y) dy.

Da ∆E gleich 0 ist auf Ω, gilt nach der zweite Idententität von Green∫
Ω

E(y)∆f(x− y) dy

=

∫
Ω

E(y)∆f(x− y)− f(x− y)∆E(y) dy

=

∫
∂Ω

E(u)〈grad uf(x− u), ν(u)〉 − f(x− u)〈gradE(u), ν(u)〉 du

= −
∫
∂Ω

E(u)〈grad f(x− u), ν(u)〉 − f(x− u)〈gradE(u), ν(u)〉 du,



wobei du das Flächenmaß auf ∂Ω und ν : ∂Ω→ Rn das äußere Einheitsnorma-
lenfeld ist. (Bemerke, dass ∆f(x − y) = ∆yf(x − y), wobei ∆y =

∑n
k=1

∂2

∂y2k
.)

Es gilt
∂Ω = Sn−1(r) ∪ Sn−1(ε)

und

ν(x) = −1

ε
x

(
x ∈ Sn−1(ε)

)
.

Da f
∣∣
Sn−1(r)

= 0, folgt∫
Ω

E(y)∆f(x−y) dy =
1

ε

∫
Sn−1(ε)

E(u)〈grad f(x−u), u〉+f(x−u)〈gradE(u), u〉 du.

(d) Für alle stetige Funktionen φ auf eine offene Umgebung von Sn−1(ε) gilt∫
Sn−1(ε)

φ(u) du = εn−1

∫
Sn−1

φ(εu) du.

Es folgt

1

ε

∫
Sn−1(ε)

E(u)
〈
grad f(x− u), u

〉
du = εn−2

∫
Sn−1

E(εu)
〈
grad f(x− εu), εu

〉
du

= εn−1

∫
Sn−1

E(εu)
〈
grad f(x− εu), u

〉
du

Wenn n 6= 2, dann

εn−1

∣∣∣∣∫
Sn−1

E(εu)
〈
grad f(x− εu), u

〉
du

∣∣∣∣
=

ε

(2− n)voln−1(Sn−1)

∣∣∣∣∫
Sn−1

〈
grad f(x− εu), u

〉
du

∣∣∣∣
≤ ε

(2− n)voln−1(Sn−1)

∫
Sn−1

∣∣〈grad f(x− εu), u
〉∣∣ du

≤ ε

(2− n)voln−1(Sn−1)

∫
Sn−1

‖grad f(x− εu)‖ du

≤ ε

(2− n)
sup

u∈Bn−1

‖grad f(x− u)‖ du.

Wenn n = 2, dann

ε

∣∣∣∣∫
S1

E(εu)
〈
grad f(x− εu), u

〉
du

∣∣∣∣ =
ε log(ε)

2π

∣∣∣∣∫
S1

〈
grad f(x− εu), u

〉
du

∣∣∣∣
≤ ε log(ε) sup

u∈B2

‖grad f(x− u)‖

In beide Fälle konvergiert die rechte Seite gegen 0 wenn ε ↓ 0 und darum gilt

lim
ε↓0

1

ε

∫
Sn−1(ε)

E(u)
〈
grad f(x− u), u

〉
du = 0.

Es gilt

gradE(u) =
1

voln−1(Sn−1)
‖u‖−nu (u ∈ Rn \ {0})



und darum

1

ε

∫
Sn−1(ε)

f(x− u)
〈
gradE(u), u

〉
du =

1

ε

1

voln−1(Sn−1)

∫
Sn−1(ε)

f(x− u)‖u‖2−n du

= ε1−n
1

voln−1(Sn−1)

∫
Sn−1(ε)

f(x− u) du

=
1

voln−1(Sn−1)

∫
Sn−1

f(x− εu) du.

Die rechte Seite konvergiert gegen f(x), wenn ε ↓ 0.

(e) Sei ψ ∈ Cc(Rn). Es gilt∫
Rn\Bn(ε)

E(y)ψ(y) dy =

∫ ∞
ε

∫
Sn−1

rn−1E(rω)ψ(rω) dω dr

Wenn n 6= 2, dann∫
Rn\Bn(ε)

E(y)ψ(y) dy =
1

(2− n)voln−1(Sn−1)

∫ ∞
ε

∫
Sn−1

rψ(rω) dω dr.

Wenn n = 2, dann∫
R2\B2(ε)

E(y)ψ(y) dy =
1

2π

∫ ∞
ε

∫
S1

r log(r)ψ(rω) dω dr.

In beide Fälle gibt es eine stetig Fortsetzung der Integrand nach [0,∞)× Sn−1

und darum

lim
ε↓0

∫
Rn\Bn(ε)

E(y)ψ(y) dy =


lim
ε↓0

1

(2− n)voln−1(Sn−1)

∫ ∞
ε

∫
Sn−1

rψ(rω) dω dr, (n 6= 2)

lim
ε↓0

1

2π

∫ ∞
ε

∫
S1

r log(r)ψ(rω) dω dr, (n = 2)

=


1

(2− n)voln−1(Sn−1)

∫ ∞
0

∫
Sn−1

rψ(rω) dω dr, (n 6= 2)

1

2π

∫ ∞
0

∫
S1

r log(r)ψ(rω) dω dr, (n = 2).

(f) Nach (e) gilt

φ(x) =


1

(2− n)voln−1(Sn−1)

∫ ∞
0

∫
Sn−1

rf(x− rω) dω dr, (n 6= 2)

1

2π

∫ ∞
0

∫
S1

r log(r)f(x− rω) dω dr, (n = 2).

In beide Fälle ist die Integrand stetig als Funktion auf Rn × [0,∞)× Sn−1 und
glatt auf dass Innere von Rn × [0,∞)× Sn−1. Es folgt aus die Lösung von (b),



dass φ glatt ist und

∆φ(x) =


1

(2− n)voln−1(Sn−1)

∫ ∞
0

∫
Sn−1

r∆xf(x− rω) dω dr, (n 6= 2)

1

2π

∫ ∞
0

∫
S1

r log(r)∆xf(x− rω) dω dr, (n = 2).

=


lim
ε↓0

1

(2− n)voln−1(Sn−1)

∫ ∞
ε

∫
Sn−1

r∆xf(x− rω) dω dr, (n 6= 2)

lim
ε↓0

1

2π

∫ ∞
ε

∫
S1

r log(r)∆xf(x− rω) dω dr, (n = 2).

= lim
ε↓0

∆φε(x)

Aus (d) folgt limε↓0 ∆φε(x) = f(x).


