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1. Ubungsblatt

Prasenzaufgabe 1.1 Gegeben seien zwei reellen Zahlen a,b € R mit a < b.
Berechnen Sie die folgenden Integrale.

(a) /ab ze ™ dz
(b) /ab xe” dx

b
(c) / e dx

Lésung:

(a) Es gilt %e‘zz = —2z¢~*". Die Funktion F : z — —%e‘zz eine Stammfunktion

2
von z — xe~ % and darum

(b) Wir verwenden partielle Integration. Wenn f : R — R und ¢g : R — R stetig
differenzierbare Funktionen sind, dann gilt

(f9) =Ffa+fg.
Es folgt, dass

/ab f'(x)g(z) de = /ab ((fg)’(x) - f(x)g’(x)) de
= 000~ f@)gl0) ~ [ ) @)

Seien jetzt f und g gegeben durch f(x) = ¢* und g(x) = x. Dann gilt f' = f
und ¢’ = 1. Es folgt, dass

b b
/ xexda::beb—ae“—/ e®dr =be’ —ae® —e’ +e* = (b—1)e’ — (a — 1)e.
a a

(c) Wir verwenden partielle Integration mehrmals, erst mit g :  — 3, dann mit
g : x — 2 und zum Schluss mit g : z — z. Die Funktion f ist immer gegeben
durch f(z) = e”. Wir bekommen also

b b
/ 23e® dr = b3e? — ae® — 3/ 226 dx
a a

b b
/ 22 dr = b%e’ — ae® — 2/ ze®” dx
a a

b b
/ xe® dz = be® — ae® — / e” dx.
a a



Es folgt
b b
/ z2e® dr = b3e? — ae® — 3/ 22e” dx
b
=b3e? — ae® — 3(b26b —q%e® — 2/ re” dx)

b
= b3 — aPe® — 3b%e® + 3a%e® + 6/ ze® dx
b
=b3e? — a®e® — 3b%e® + 3ae® + 6<beb — ae® — / e’ dx)

b
=b2e® — a®e® — 3b%e® + 3ae® + 6be’ — 6ae — 6/ e” dx
= b3’ — a®e® — 3b%e® + 3a%e® + 6be’ — 6ae® — 6e’ + 6e”
= eb(b3 —3b% +6b— 6) —e“(a?’ — 3a? —|—6a—6).

Priasenzaufgabe 1.2 Berechnen Sie das Integral

™

B
/ cos®(z) sin® dz.
0

Lisung: Es gilt cos? +sin? = 1 und damit cos®sin® = cos®sin — cos® sin. Sei k € N.

Dann (cos”)’ = —k cos* ! sin. Es folgt, dass § cos® —1 cos” eine Stammfunktion von
cos® sin® ist. Da cos(Z) = 0 und cos(0) = 1, gilt

z 1 1 1 1 11 2
/0 cos®(z) sin® dz = g cosg(g)—? cos7(g)—§ cosg(O)—&—? cos”(0) = —§—|—? =&

Prisenzaufgabe 1.3

(a) Zeigen Sie:

(b) Zeigen Sie:

k B k 2k k
k=1 k=1 k=1 k=n+1

(c) Folgern Sie:

Losung:
(a) Sei ¢y, : [1,2] = R gegeben durch

1

¢n(-r): 14k

falls 2 € [1+ 21 14+ &) mit k € {1,2,...,n}. Jetzt ist

n

n—1

1 2
I<l+—-<I+-<---<1+ <2
n n



eine Zerlegung von [1,2] und ¢ i

1+ T> 1+ 7). Damit ist ¢ eine Treppenfunktion. Es gllt

/12¢n( =§n:(1+ 1+k;1))1i2_§:n1+ Z

k=1 k=1

Die Funktion ¢ : [1,2] = R, x — % ist stetig und damit eine Regelfunktion. Es
gilt

sup |¢n(z) — ¢(z)| = max sup |on(x) — d(a)|
z€[1,2] ke{l,2,...,n} ve[1+E1 14 k)
= max sup ‘716 — 7’
ke{1,2,...,n} N 14k
1 1 ‘
= max —
ke{1,2,..n} 11 + % 1+ %
n
max

7k€{12, .n} n+k n+k—1

C s (nJrkfl)fn(nJrk)’

Cke(2.m} ] (n+k)(n+k—1)

n
T he(isemy R+ k1)
Weil (n + k)(n + k — 1) als Funktion von k wiichst, gilt

n 1

2 n(e) = 600)| = G =

Der Grenzwert der Folge (
von Miiller gilt

=5 )nen ist gleich 0. Nach Definition 8.8 im Skript

n

nl;rrgogn+k—nlirr;o gbn )dac—/l gb(x)dx—/l de.

(b) Wir trennen die Summe fiir gerade und ungerade k. Das Ergebnis ist

2n n—1 n
1 k—1 -1 2k 1 2k—1
S I )
k 2k + 1 2k
k=1 k=0 k=1
P 2k +1 P 2k
n—1 n n
1 1 1
= — _9 il
TSR IR L
k=0 k=1 k=1
Weil . )
— 1 "1 1
1 > 2%k L~k
k=0 k=1 k=1
gilt
k=1 k k=1 k k=1 2k
Jetzt stellen wir die Faktor 2 unter der Summe und bekommen
2n 1 n 1 2n 1 i 9 B 2n 1 i 1 B 2n 1
k k k 2k k ko k



2n

(c) Jetzt betrachten wir die Summe Y_,” | + und ersetzen die Laufvariabele k

durch [, wobei k = [ 4+ n. Dann

Die Grenzwert der rechten Seite fiir n — oo ist nach (a) gleich

/1 %dw =log(2) — log(1) = log(2).

Nach (b) folgt, dass

e —1)k-1 ) 2n —1)k-1
> = S S st
k=1 k=1

Prasenzaufgabe 1.4 Seien f,g : [a,b] — R Regelfunktionen. Beweisen Sie die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

s (Lrore) (L)

Liosung: Wir betrachten erst Treppenfunktionen f und g. Dann ist auch fg eine
Treppenfunktion. Sei

a=T9 <21 < - < Tp_1<xTp=2>=

eine Zerlegung von [a,b], so dass f, g und fg konstant sind auf jedem Intervall
(xp—1,xk) fir k =1,2,...,n. Sei ¢, der Wert von f und dj, der Wert von g auf dem
Intervall (z_1,2). Dann gilt

n

/ |f(x |d1’—2( Ty — Tp—1)|erdy| = Z| o — xp_1)erdy| = Zakbk,

k=1

wobel ax = /T — Tr—1|cx| und by, = /T — xk_1|dk|. Nach der Cauchy-Schwartzsche
Ungleichung fiir Summen (sehen Sie Hausaufgabe 3.4 von Analysis 1) gilt

Zakbk < (Zai) (Z bi) = <Z(xk —xk_l)ci> (Z(m‘k —wk_l)di> .
k=1 k=1 k=1

k=1 k=1

Die Summen auf der rechten Seite kénnen als Integrale der Treppenfunktionen f2
und g2 geschrieben werden, also

Zajk—xk 1ck—/f )dxr und Zxk—l"k 1dk_/ *(x) da.
k=1

Dies beweist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir Treppenfunktionen.

Seien jetzt f und g Regelfunktionen. Seien (f,)nen) und (g, )nen Folgen von Trep-
penfunktionen, so dass lim,_, [|f — ful = 0 und lim, , ||g — gn]| = 0. Dann
gilt
||fg - fngn” = ”(fg - fng) + (fng - fngn)H
<|Ifg = fugll + [ fng — fngnll
<I1f = Lall gl + 1 £all g = gnl-



Fiir die letzte Ungleichung haben wir beniitzt, dass

sup,|(x)¢(z)| < sup, |¢(z)|sup, [ (y)]

fiir alle Funktionen ¢ und 1. Weiter gilt

[fall = 1(fn = 1) + I < Mfn = S NA

und damit

T |79 = fagall < Tim (1 = fallgll + (1 = £+ 171) g = gn]) = 0.

Nach Definition 8.8 im Skript von Miiller gilt

b b
[ 15@gta)lde = tim [ 1fu(0)gn(o)] da.

Auf dhnliche Weise kann man beweisen, dass lim,,_, . || f2—f|| = 0 und lim,,_, », [|g2—
gl = 0. Darum gilt

”h_>r1;0 (/ab fn(z)? cl:zc)é (/; gn(1)? clac)é = </ab f(x)? clac)é </abg(ac)2 dx)

Fiir f,, und g,, haben wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung schon bewiesen, also

/ | a(e)gn(@)] do < ( / b fn<ac>2dac)é ( / ’ gu(@)? d:c)

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir f und g folgt jetzt durch die Grenzwert
fiir n — oo an beide Seiten dieser Ungleichung zu nehmen.
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