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3. Ubungsblatt

Prasenzaufgabe 3.1 Seien X und Y topologische Rdume und f : X — Y.
Beweisen Sie, dass f genau dann stetig ist, wenn fiir alle abgeschlossene Teilmengen
A von Y das Urbild f~1(A) abgeschlossen ist.

Priasenzaufgabe 3.2 Sei X ein kompakter topologischer Raum und sei Y C X
eine abgeschlossene Teilmenge. Beweisen Sie, dass Y kompakt ist.

Prisenzaufgabe 3.3 Sei X eine Menge und d : X x X — R>( eine Metrik auf X.
Wir nennen d eine Ultrametrik wenn die verschérfte Form der Dreiecksungleichung

d(z, z) < max {d(a?,y), d(y, z)} (r,y,z € X)
gilt.
(a) Sei d eine Ultrametrik auf X. Fiir x € X und r > 0, sei
B(z,r):={y e X : d(z,y) <r}

der offene Ball mit Mittelpunkt  und Radius r. Beweisen Sie, dass

B(z,r) = B(z,r)

und
B(z,r) = B(y,r)

fir alle y € B(x,r).

(b) Betrachten Sie das Beispiel X = Q. Fiir eine Primzahl p definieren wir den
p-adischen Betrag | - |, : Q = R geben durch

], = { 0, wenn x = 0,
p=

na

p~", wenn z = p"§ mit a,b, p paarweise teilerfremd sind und n € Z.
Beweisen Sie, dass
dp:QxQ—=Rs0;  (zy) = |z —ylp
eine Ultrametrik auf Q ist.

(c) Beweisen Sie, dass (p™)nen eine Nullfolge in dem metrischen Raum (Q, d,) ist.

Prisenzaufgabe 3.4 Sei X ein topologischer Raum und sei Cy(X) der Vektor-
raum der beschriinkten stetigen Funktionen X — R. Zeigen Sie, dass Cy(X) ei-
ne abgeschlossene Teilmenge des Vektorraums B(X) aller beschrinkten Funktion
X — R ist. Warum ist C(X) ein Banachraum?



Prisenzaufgabe 3.5 Sei I ein kompaktes Interval und sei C*(I) der Vektorraum
der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf I. Beweisen Sie, dass

k dr
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n=0"
eine Norm auf C*(1) ist und, dass C*(I) versehen mit || - || ein Banachraum ist.
Prisenzaufgabe 3.6 Scien (V, || - ||v) und (W, || - ||w) normierte Rdume und sei

A 'V — W eine lineare Abbildung. Beweisen Sie, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind.

(a) A ist stetig.
(b) A ist stetig in 0.

| A)|lw
(c) SuvaV\{O}W <o



Hausaufgabe 3.1

(a) Sei f:]0,27) — S1:= {x € R? : 22 + 23 = 1} gegeben durch

=50 )

Warum ist f kein HomGomorphismus?

(b) Warum ist ein nicht-kompakter topologischer Raum niemals homdomorph zu
einem kompakten topologischen Raum?

Hausaufgabe 3.2 Sei X eine Menge und

1, fallsz=y

d: X x X — Ry, (x,y)'—>{ 0, fallsx #y

Beweisen Sie, dass d eine Ultrametrik auf X ist. Beweisen Sie weiter, dass die von
d induzierte metrische Topologie auf X die diskrete Topologie ist.

Hausaufgabe 3.3 Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Jede stetige Abbildung von einem kompakten Raum auf einen Hausdorfl-Raum
ist abgeschlossen, d.h. bildet abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene Mengen
ab.

(b) Jede stetige bijektive Abbildung von einem kompakten Raum auf einen Hausdorff-
Raum ist ein Homéomorphismus.
Hausaufgabe 3.4 Seien (V.| - ||v) und (W, ]| - ||w) normierte Réume und sei
L(V,W):={A:V — W : A ist linear und stetig}.

Beweisen Sie, dass

A
V,W . L(M W) — R>o; A —> sup M
- vevvioy  IIvllv

eine Norm auf L(V, W) ist. Beweisen Sie weiter, dass L(V, W) versehen mit || - ||y, w
ein Banauchraum ist, wenn W ein Banachraum ist. Die Norm || - ||y, heifit die
Operatornorm auf L(V,W).

Hausaufgabe 3.5 Sei I ein kompaktes Interval und sei V' der Vektorraum der
Regelfunktionen auf I versehen mit der Supremumsnorm. Beweisen Sie, dass die

Abbildung
/:V—)]R, ¢+—>/¢)(x)dx
I

stetig ist. Bestimmen Sie die Operatornorm von |.

Abgabetermin der Hausaufgaben: Montag, 11. Mai 2020, 9 Uhr via Panda.



