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5. Ubungsblatt

Hausaufgabe 5.1 Seien f: R? — R? und g : R? — R? gegeben durch

fay= () = ().

T3To 122
(a) Berechnen Sie D f(x) und Dg(z) fiir z € R?.
(b) Berechnen Sie D(f o g)(x) und Df(g(z)) - Dg(z) fiir x € R?
Lésung:

. o=y, 7 ) 2= (%))

3ziTe xy

(b) Es gilt
(f o g)(2) = < e®t + sin(zqx2) )

€31 xy

und damit

[ €"t +xgcos(zrza) x1cos(zrma)
D(fog)(e) = ( g, hrionlinz) mregnies) ),

Weiter gilt

e = ( yorl, )

2
3eT1x1xo

und damit

cos(r122) et 0
Df(g( 362x1$1.’£2 3301 > ' ( Zo x1 )

( U4 xgco8(x122) X1 cos(x1T2) )
D(f

3e3¥1 129 + x0e3%1 1371

© g)(x).

Hausaufgabe 5.2 Sei A € End(R"). Nehmen Sie an, dass es ein v € R™ \ {0}
und ein A € R gibt, sodass
Av = .

Ein Vektor v mit dieser Eigenschaft nennt man einen Eigenvektor von A; die Zahl
A nennt man Eigenwert von A. Nehmen Sie weiter an, dass ||v|| = 1. Definiert sei
die Abbildung

f:R" xR —R" x R; (z, 1) = (Az — pa, ||z|* - 1).

(a) Beweisen Sie, dass f stetig differenzierbar ist.



(b) Beweisen Sie die folgenden Identitiiten fiir z,y € R™ und pu € R:

Df(gc,,u)(y,()) = (Ay - MY, 2<$,y>>
Df(x,1)(0,1) = (=,0).

(c) Sei B = {v1,...,v,} eine orthonormale Basis von R™ mit v; = v. Zeigen Sie,
dass die Matrix von A — pl beziiglich der Basis B von der Form

A—p
0

Ave — pvg | ... | Av, — poy,

ist.

(d) Zeigen Sie, dass die Matrix von D f(v, ) fiir 4 € R beziiglich der Basis B’ =
{(v1,0),...,(vs,0),(0,1)} von R™ x R der Form

A— L -1
0 0
: Avy — pvs Av,, — uv,
0 0
2 ‘ 0 ‘ ‘ 0 ‘ 0

ist.

(e) Beweisen Sie die Identitit

det(A — pl
det Df o, =22 (e r\ (),
(f) Zeigen Sie
. odet(A—pul)
deth(v,)\)—gl_rg\QiAiu .

Lésung:

(a) Die Komponentenfunktionen von f sind alle Polynomfunktionen und damit
glatt. Darum ist auch f glatt.

(b)

Df 1) (3, 0) = 55T+ ty,10)

t=0

— d 2
= 2 (A@+ty) — o+ ), o+ gl - 1)|

= (%(Aac + tAy — px — tuy) ‘t:(]’ %((x,x) +2t(z,y) + (y,y) — 1) ‘t:())
= (Ay — py, 2(z,y))

D w)(0.1) = 5 7o +1)

= %(Am — px — tx, ||z||* — 1)

= (—z,0).

t=0



(¢) Da v; = v einen Eigenvekter mit Eigenwert A ist, gilt Av; = Av; und damit
A —p)vy = (A — p)vy. Die erste Spalte in die Matrix von A — ul beziiglich der
1 1 [t g
Basis B ist darum
A—p
0

0
Die iibriche Spalten sind die Koordinaten der Vektoren Av; — pv; mit 2 < i < n.

(d) Aus (b) folgt, dass das Block der Gréfle n — 1 x n — 1 links oben in die Matrix,
die Matrix fiir A — pl aus (c) gleich ist. Die erste n Matrixkoeffizienten in die
letzte Zeile werden gegeben durch die Zahlen 2(v,v;). Da B eine orthonormale
Basis ist, gilt

(v, v;) = { 1, fallsi=1
H 0, falls:=0.

Die erste Matrixkoeffizient in die letzte Zeile ist darum gleich 2 und die néchste
n — 1 sind gleich 0. Die letzte Spalte wird gegeben durch die Koordinaten des
Vektors D f (v, 1)(0,1) = (—v, 0) beziiglich der Basis B. Da v die erste Basisvek-
tor ist, ist die erste Matrixkoeffizient in diese Spalte gleich —1 und alle ander
Matrixkoeffizienten sind gleich 0.

(e) Die Matrix von D f (v, p) fiir o € R beziiglich der Basis B = {(v1,0),..., (v,,0),(0,1)}
von R™ x R ist der Form

A—pu X! -1
0 0
: B :
0 0
2 0 ... 010

wobei y € R""! und B € Mat,,—1,,—1(R). Wir verwechseln die erste und letzte
Zeile und bekommen

A— 1 Xt -1
0 0
det Df (v, ) = = det B

0 0

2 0 0] 0
2 0 0 0
0 0
=—det] B :
0 0
A — 1 X —1

= 2det(B)

Die Matix von A — uI aus (c) ist jetzt gleich

A—p| X

0

B



und darum gilt
det(A — pl) = (A — p) det(B).

Es folgt, dass

(AN=p)det Df(v, ) = 2(\ — p) det(B) = 2det(A — pl).

(f) Nach (a) ist f stetig differenzierbar. Darum ist die Abbildung p — det D f (v, )
stetig. Es folgt, dass

e o det(A— pl)
Df(v,A) = BLILHA Df(v,p) = g%\ Qﬁ

Hausaufgabe 5.3 Betrachten Sie die Funktion

a? arctan (%) — y? arctan (%) , falls zy #0

‘R 5 R; T,y) —>
/ (.9) { 0, falls zy = 0.
(a) Berechnen Sie 0,0, f(0,0) und 9,0, f(0,0).

(b) Ist Ihr Ergebnis im Widerspruch zu dem Satz von Schwarz? Begriinden Sie Thre
Antwort.

Lésung: Weil arctan eine glatte Funktion ist, ist f glatt auf {(z,y) : ,y # 0}. Wir
berechnen erst 9, f (z,y). Es gilt fiir alle z,y # 0

1 —
Oy f(z,y) = 2z arctan (Q g2 - 7Y 2
x

) y)\2 22 : 21
L+ (3) 1+ ()Y

= 2z arctan (g) -,
m f(z+h,0)— f(z,0)

20100 = iy P2 SO — o=
. h7 - 07
0.1(0.9) = lim f(h,y) . f(0,y)
h? arctan (3) — y? arctan (%) -0
= lim
h—0 h

arctan (ﬁ> -0

<

. Yy 2 1
— lim harct (7)7 1
phpraretan () =y

= —y'

Fiir die letzte Gleichung haben wir beniitzt, dass arctan beschrénkt ist und arctan’(0) =
1 gilt. Auf gleiche Weise bekommen wir



Jetzt konnen wir die zweite partielle Ableitungen berechnen. Fiir z,y # 0 gilt

. O0yf(h,0) —0,f(0,0 . h—=0
0,0,£(0.0) = tim 2/ L0 =0T 00y 120y

Obwohl 0,0, f(0,0) # 9,0, f(0,0), ist das Ergebnis nicht im Widerspruch zu dem
Satz von Schwarz, da nicht alle zweite partielle ableitungen stetig sind: zum Beispeil
gilt fiir x,y # 0

22 — 2

1
21—
+ I2+y2’

1
2
z\ Y
1+ (2)

lim 0,0, f(t,t) = lim 0 = 0 # 1 = 3,0,,/(0,0).

azayf(xa y) =-2y

und damit



