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6. Ubungsblatt

Hausaufgabe 6.1 (Homogene Funktionen) Sei f : R" \ {0} — R eine Funk-
tion. Man sagt, dass f (positiv) homogen vom Grad A € R ist, wenn fiir alle
z€R"\ {0} und t >0

f(tz) = £ f(2).

(a) Nehmen Sie an, dass f differenzierbar und homogen vom Grad ) ist. Beweisen
Sie Eulers Identitét:

(r,gradf(z)) = Af(z)  (z € R"\{0}). (1)

(b) Umgekehrt, beweisen Sie, dass f homogen vom Grad \ ist, wenn f differenzier-
bar ist und die Differenzialgleichung (1) erfiillt.

Lésung:

(a) Sei x € R™\ {0}. Da f differenzierbar ist, ist die Funktion g : R~g — R, welche
gegeben ist durch g(t) = f(tx), auch differenzierbar. Weil f homogen vom Grad
A ist, gilt g(t) = t* f(z) und damit

g'(t) =M f(2)

Andererseits gilt

§(0) = 5 f(t2) = DS () = (@, grad (1),

Fiir t =1 folgt
fx) =g'(1) = (z,grad f(z)).

(b) Wir nehmen jetzt an, dass f differenzierbar ist und (1) erfiillt. Sei x € R™\ {0}.
Wir betrachten die Funktion

h:Rsg — R; t st f(tx).
Es gilt
B (t) = M2 f(te) +t A Df(tx)x
AT f(tr) 4+t M, grad f(tz))
(tz) +
(tz)

e 1f tx) +t~ Mtz grad f(tz))

tx) +t AN (tx)

Es folgt, dass h konstant ist. Weil (1) = f(x), gilt
(k) = hit) = f(z) (> 0)

und damit

fltz) =t f@) (> 0).



Hausaufgabe 6.2 Sei X =[0,00) und sei f: X — X gegeben durch
flx)y=az+e® (z € X).
(a) Beweisen Sie, dass f eine Kontraktion ist, d. h.
[f(@) = fl <lz—yl (zycX,zFy).

(b) Besitzt f Fixpunkte?
(c) Ist Thr Ergebnis im Widerspruch zu dem Fixpunktsatz von Banach?
Lésung:

(a) Seien z,y € [0,00) mit z # y. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit diirven
wir annehmen, dass & < y. Nach der Mittelwertsatz gibt es ein £ € (x, y), sodass

f@) = fly) = (@ =) f'©)
Es folgt, dass

[f(@) = f@)l =z =yl If € =le—ylll—e | = o —y[(1—e®) < |z —yl.

(b) Sei x > 0. Wenn f(x) = x, dann folgt = + ¢~ = z und damit e~* = 0. Es gibt
kein z mit diese Eigenschaft und darum gibt es kein Fixpunkt von f.

(¢) Das Ergebnis ist nicht im Widerspruch zu den Fixpunktsatz von Banach weil f
nicht Lipschitzstetig mit eine Lipschitzkonstante strikt kleiner 1 ist: wenn 0 < L
die Eigenschaft hat, dass

[f(@) = fy)l < Llz—yl  (z,y € X),

dann gilt

@)~ St 1)
R E P )

= limsup | f(z) = f(z + 1)]

xr—r 00
=limsup |z +e @ —(z+1) —e **
Tr—r0o0
= lim |-14+e % —e @}
xr—r o0
=1.

Hausaufgabe 6.3 (Newtonverfahren) Sei V' eine offene Teilmenge von R™ und
f:V — R" eine C2-Abbildung. Sei 2o € V und § > 0, sodass der abgeschlossene
Ball U in R™ mit Mittelpunkt zy und Radius ¢ enthalten ist in V. Wir nehmen
an, dass f eine Nullstelle in U besitzt. Das hier beschriebene Verfahren um die
Nullstelle zu finden, heifit das Newtonverfahren. Wir brauchen dafiir die folgenden
Bedingungen.

1. Fiir alle z € U ist D f(x) invertierbar und es gibt ein ¢; > 0, sodass

IDf(@) Hlop <1 (w€D),

2. Es gibt ein ¢y > 0, sodass

ID*f(@)llop <2 (z€U),



cer (I @o)ll + ex?) <6,

4. gciea| flwo)| < 1.

Nach etwaige Verkleinerung von 6 und Wahl von x( hinreichend nah an der Null-
stelle, konnen diese Bedingungen immer erfiillt werden, wenn fiir alle x € V die
Lineare Abbildung D f(x) invertierbar ist.

(a) Sei x € U. Sei Ry(x,x9) := f(xg) — f(x) — Df(x)(x — x0). Betrachten Sie die
Taylorformel mit Stiitzpunkt = und die Abschitzung fiir Ry (z, xo) und beweisen
Sie, dass

lwo =z + Df(2) ' (f(2))Il < 1| Df (2)(wo — 2) + f(2)l| < 6.
Folgern Sie, dass das Bild der Abbildung
F:U—-R" vz —Df(x) " (f(z))
in U erhalten ist.
Wir definieren rekursiv
Tp1 = F(xy) (k € Np).

(b) Sei k € N und betrachten Sie die Taylorentwicklung erster Ordnung von f im
Punkt xj. Beweisen Sie, dass es ein £ € U gibt, sodass

Flain) = 5 D7 F©) (D7) ™ (Fon)), D)™ ()

Zeigen Sie, dass fiir alle k € Ny die folgende Ungleichung gilt

£ (i) < E2 ||f( w2

(¢) Beweisen Sie mit Induktion, dass

||f<xk>||_— (ke Ny),

102

2
wobei € = Z2|| f(20)]|-

(d) Zeigen Sie, dass fiir alle k € Ny

lzess — 2l < UDF@) " (flE)ll < -
1C2

(e) Beweisen Sie, dass die Folge (x)ren konvergent ist und dass der Limes dieser
Folge eine Nullstelle von f in U ist.

Losung:

(a) Es gilt
20— 2+ Df(@) " (f(2) = DS (@)~ (DS ()(wo — 2) + [ () ).
Aus Annahme 1. folgt
o =@+ Df (@)~ (F@)]| = | Df@) 7 (D)o — o) + F(@)|

<|[Df(@) 7, IDf(@)(z0 — 2) + f(2)]
< o1 | Df(x) (o — ) + f(2)]].



Weil Df(z)(zo — x) + f(z) = f(xo) — Ri(z, o), folgt
lzo =z + Df(z) " (f(2)) || < el f(wo) — Ra(z,zo)
< er(I1f@o)l + 1 Ra))

Nach der Satz von Taylor gibt es ein £ auf die Gerade zwischen = und zq, sodass

Ryi(x,z0) = %DZ(f)(x — Zo, T — Tg).

Es folgt aus Annahme 2., dass
Lo Lo 2 G2 2
[Ra(@, 20)| = 5| D*(€)(@ — w0, 2 —w0)| < SD*(E)lopllz = z0]” < |z — ol

Wenn z € U, dann gilt || — zo|| < § und darum

o — o+ Df @)~ (F(@) | < ex (I1F (o) + 58%) <.

Fiir die letzte Ungleichung haben wir die dritte Annahme verwendet.
Sei

F:U—-R" z—x—Df(x) " (f(z)).
Fiir alle x € U gilt

IF(z) = @oll = llz = 20 = Df(2) 7" (f(2))]| < 0.
Sei k € N. Die Taylorentwicklung erster Ordnung von f im Punkt zj ist

f(@) = f(ar) + Df(zi)(x — 2x) + R (2, 7).

Wenn wir « = xj41 betrachten, dann bekommen wir

f(@ri1) = f(og) + Df(xk)(xk — Df(xr) " (f(n)) — xk) + Rz, 1)

= f(zx) — f(2r) + Ri(zg, Trr1)
::Iflﬂrk,xk+4).

Nach der Satz von Taylor gibt es ein ¢ auf die Gerade zwischen z; und xg,
sodass

f(@r+1) = Ri(z, Thet1)

- %sz(g)(l'k-&-l = Ty Tkt 1~ Th)

= S D@ (D7) ™ (F(an)), D)~ (7))

Es gilt
170+ DIl = 3 [ D2 @ (D7) ($an), D) (7)) |
< LI F€)opll D ()™ (F(0)) P
< 1D F€)opll D () L )2

Aus Annahme 1. und 2. folgt

CQC%

e+ 1)) < 2

1F i)



(¢) Fir k=0 gilt

2 2 ok
I f(zo)ll = 2T Ea¢
Wir nehmen an, dass
2 k
< “ 2
@0l < e

fiir ein k € Ny. Dann gilt

2
caC 2 k4
[f(zrs)]l < Tl||f(xk)\|2 < 262 :

Mit Induktion folgt, dass

2 ok
I1f (@)l < 5—¢€ (k € No).
C1C2

(d) Sei k € Ny. Es gilt

k

k41 — zill = (1D (i)~ (f () | < NDf () lopllf (z0)]] < %3 :

(e) Die vierte Annahme ist gleichbedeutend an € < 1. Wir zeigen erst, dass () ren,

eine Cauchyfolge ist. Sei n > 0. Sei N € N so groB, dass 2" < @c2(l=9

5— 1. Fiir
n>m > N gilt

n—1
|20 = @l = | Y @410 — 5]

Jj=m

n—1
<D llwgen — )
j=m

n—

IN

1
2 27
e €
ciep =~

j=

n—1
2 m Jj_om
_ 62 § 62 2
C1C2

j=m
2 (o]
< =" e
2 m
= 762
ciea(l —¢€)
<.

Dies beweisst, dass (zx)ken, eine Cauchyfolge ist. Es folgt, dass die Folge kon-
vergent ist. Sei z = limy_, oo x. Da f stetig ist, gilt

flz) = klgglo f(zr).

Aus (c) folgt
2 5k
If @)l < =€ =0 (k- o0)
CiC2

und damit
f(z) = lim f(zg) = 0.
k—o0



