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6. Ubungsblatt

Prisenzaufgabe 6.1 (Fixpunktsatz von Banach) Sei (X, d) ein vollstandiger
metrischer Raum. Sei f : X — X lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante 0 < e < 1,
dass heifit

d(f(x),f(y)) < ed(z,y) (2,9 € X).

Ein Punkt z € X ist ein Fixpunkt von f wenn f(x) = x gilt. Beweisen Sie, dass f
genau einen Fixpunkt besitzt.

Sehen Sie Lemma 3.1.8 im Skript von Soergel.

Prisenzaufgabe 6.2 Sei X = (0,00) versehen mit der iiblichen euklidischen
Metrik. Sei f: X — X gegeben durch

f(x):%x (x € X).

(a) Zeigen Sie, dass f lipschitzstetig ist mit Lipschitzkonstante kleiner 1.
(b) Besitzt f Fixpunkte?

(¢) Ist Ihr Ergebnis im Widerspruch zu dem Fixpunktsatz von Banach?
Lésung:

(a) Fiir z,y € X gilt

5@ =Sl =5 - 4 = 5l —ul

Es folgt, dass f lipschitzstetig ist mit Lipschitzkonstant %
(b) Wenn f(z) = x, dann gilt $o = 2 and damit x = 0. Weil 0 ¢ X, besitzt f keine
Fixpunkte.

(¢) Das Ergebnis ist nicht im Widerspruch zu dem Fixpunktsatz, da X nicht vollstéindig
ist.

Prisenzaufgabe 6.3 (Stetiger Umkehrsatz) Sei U eine offene Teilmenge von
R™ und sei g : U — R" eine lipschitzstetige Funktion mit Lipschitzkonstante € < 1.
Wir definieren

f:U—=R"Y x =z —g(x).

(a) Beweisen Sie die Formel

If(@) =l = (A =llz -yl (2,y€U).

(i) Folgern Sie, dass f injektiv ist.

(ii) Sei V := f(U) versehen mit der Relativtopologie. Folgern Sie, dass f :
U — V ein HomGomorphismus ist.



(b) Fir y € R™, sei @, : U — R™ gegeben durch
y(z)=z—f(z)+y=g(x)+y (ze€U).
Beweisen Sie, dass ®,, lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante e ist.
Sei zp € U und sei r > 0, sodass B(zg,r) CU.

(c) Nehmen Sie an, dass y € B(f(zo), (1 — €)r). Beweisen Sie, dass

o, (B(xo,r)) C B(zo,r).
Zeigen Sie, dass ®, genau ein Fixpunkt in B(zg,r) besitzt.

(d) Zeigen Sie, dass « € U genau dann ein Fixpunkt von ®,, ist, wenn f(z) = y.
(e) Folgern Sie, dass B(f(xo), (1 —€)r) C f(B(xo, r))
(f) Folgern Sie, dass V offen ist.

Sehen Sie Satz 3.1.10 im Skript von Soergel.

Priasenzaufgabe 6.4 Seien U C R”™ und V C RP? offen und sei f : U — V eine
C'-Abbildung. Definieren Sie

Tf:UxR" =V xR (2,X) e (f(x), Df(2)X).

Die Abbildung T'f heifit die Tangentialabbildung von f. Sei weiter g : V. — RY
eine C''-Abbildung. Beweisen Sie dass die Kettenregel fiir f und g umgeschrieben
werden kann zur folgenden Identitéit der Tangentialabbildungen 7'f und T'g:

T(gof)=TgoT}f.
Losung: Es gilt
Tf o Tg(z, X) = Tf (g(x). Dg(a)X) = (f(9(=)), Df (9(x)) Dg(x)X )

und

T(f o g)(w, X) = (fg(x)), D(f 0 g) () X).

Es folgt, dass die Identitéit Tg o Tf = T(f o g) und die Kettenregel D(f o g) =
(D fo g) o Dg gleichbedeutend sind.

Priasenzaufgabe 6.5 Berechnen Sie das Taylorpolynom 7T, f ((x,y),O) vierter
Ordnung in 0 von der Funktion

f:R? SR, (z,5) — sin(zy)ey 5@,
Geben Sie eine Abschétzung fiir Ry((z,v),0) = f(z,y) — Tuf((z,y),0).

Lésung: Fiir o € N2 mit |a| < 4 sei ¢, € R, sodass

Ty f (v,0) = Z CaV” (ve ]RQ).

la|<4
Wenn wir v € R? fest nehmen, dann ist

4
T4f(tv,0) = Ztk Z oV

k=0 |a|=k



das vierte Taylorpolynom von ¢ — f(tv). Es gilt
f(tv) =Ty f(tv,0) + Ry(tv,0)  (t€R),
wobei es ein ¢ > 0 (abhéingig von v) gibt, sodass
|Ry(tv,0)] < ct®.

Wir werden das T} f ((m, Y), 0) bestimmen durch das vierte Taylorpolynom von ¢ —
f(twz, ty) fiir feste (x,y) € R? zu bestimmen.

Das zweite Taylorpolynom von sin(u) an der Entwicklungsstelle 0 ist gleich w. Fiir
u € R gilt

1
sin(u) = u + g sin® (&)u?,

wobei £ eine Zahl zwischen 0 und w ist. Sei 71 die Funktion gegeben durch rq(u) =
sin(u) — u. Dann

1
()] < 3l
Auf gleiche Weise bekommen wir

1
e =14+u-+ iequ,

wobei ¢ eine Zahl zwischen 0 und w ist. Sei 73 die Funktion gegeben durch rq(u) =
e* — (1 +w). Dann gilt fir u <1

[ra(w)] <

< Sl
2

Seien z,y € R fest und ¢ € R. Es gilt
f(tz, ty) = sin(t2zy)etsnte) = (thy + 7 (thy)) (1 + ty sin(tx) + 2 (ty sin(ta:)))
= (t%yy +r (tQ:L‘y)) (1 + tPzy + tyri (ta) + ra(ty sin(t:v)))
= tPzy + t'2%y? + rp (1),
wobei
ey (t) = r1(t22y) (1+t2xy—|—ty ri(tz)+rs (ty sin(tx))) +t2zy (ty 1 (tx)+ro (ty sin(tx)))
Fiir t € R mit |¢]|y] < 1 gilt

e (8)
< Ira ()| (1 + 2lal [y] + 9] Ira(t)] + [ra by sin(e))[) + 2l Jy] (L] | (62)] + s (tysin(ta)) )

1 1 e . 1 e .
< Sty (14 lal lyl + stfal? Iyl + 58 sin(ta) 2 y?]) + [l |yl (Gt |yl + 5221 sin(to) 2 [y[?)
R e R e Y R R M R P
— 6 6 36 12 6 2

Hier haben wir beniitzt, dass | sin(tz)| < |¢| |x|. Wenn [¢| |z, |¢| |y| < 1, dann kénnen
wir die Glieder in diese Summe der Form t*+!|z|* |y|' mit k,l > 3 abschiitzen durch
t%]x|3 |y|® Es folgt, dass es Konstanten ¢; und cp (unabhiingig von x, %) gibt, sodass
fiir hinreichend kleine ¢

ey (0] < ext®lal® [yl + cat®|2[* [y[*. (1)



Die Funktion r;, ist glatt und aus (1) folgt, dass die Ableitungen von 7, , bis
auf fiinfter Ordnung in 0 verschwinden. Damit ist xyt? + x2y?t* das vierte (und
auch sofort das fiinfte) Taylorpolynom von ¢ — f(tz,ty) und eine Abschitzung von
Ra((tz, ty),0) = 1y, (t) wird gegeben durch (1).
Es folgt, dass

Tuf((x,y),0) = xy + 2%y? ((z,y) € R?).

Weiter gilt fiir (z,y) € R? mit |z|,|y| < 1 die Abschiitzung
|Ra((2,9),0)] < erlal® [yl + cal]* |yl*.

Zum Schlul bemerken wir noch, dass das fiinfte Taylorpolynom 75 f ((gv7 Y), 0) auch
gegeben wird durch

Tsf((z,y),0) =2y +2%y*  ((z,y) € R?).



