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7. Ubungsblatt

Hausaufgabe 7.1 Betrachten Sie die Funktion

f:R? 5 R; (z,y) > 3wy — 239>
(a) Berechnen Sie Df und die kritischen Punkte von f.
(b) Berechnen Sie die Hessesche von f.

(c) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Hesseschen in jedem kri-
tischen Punkt.

(d) Untersuchen Sie, ob an diesen kritischen Punkten lokale Extrema vorliegen oder
ob es sich um Sattelpunkte handelt.

(e) Begriinden Sie, dafi die Funktion f beschrinkt auf [—2,2] x [—2, 2] ist, dort ihr
Maximum und Minimum annimmt und bestimmen Sie alle Punkte, an denen
dieses Maximum bzw. dieses Minimum angenommen werden, zusammen mit
den zugehorigen Funktionswerten.

Lésung:

(a) Es gilt
Df(z,y) = (3y — 32%y>, 3z — 32%y?) ((z,y) € R?).

Die Menge C' der kritischen Punkte von f ist die Menge der Punkte (z,y) € R?
sodass D f(z,y) = (0,0), das heifit

C = {(z,y) € R?: y(1 — 2%y?) = (1 — 2%y?) = 0}
={(z,y) e R? : 2z =y =0 oder 2°y* = 1}
—{(070)}U{(z,j;1) :xeR\{O}}.
(b)

—6xy° 3 — 92292 )

Hessf(x, y) = ( 3 — 9.’E2y2 —6x3y ((xvy) € RQ)

(¢) Wir betrachten zuerst (x,y) = (0,0). Es gilt
0 3
Hessf(0,0) = ( 30 )

Die Eigenwerten sind +3. Die Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert —3

ist R( _11 ) \ {0} und die Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert 3 ist

R ( ' ) \ {0}. Sei jetzt = € R\ {0}. Es gilt

£1\ _ [ F65 6
Hessf <x,z>—( 6 F6a? )



Die Eigenwerten sind die Lésungen der Gleichung
1 ) +
A+ (6; + 62°)\ = det | Mo — Hessf | x, - =0.

Die Eigenwerten sind damit 0 und F6 (m—lg + $2). Die Menge der Eigenvekto-
r(

1 \ {0}. Die Menge der Eigenvektoren zum

ren zum Eigenwert 0 ist
. . 1
Eigenwert F6 (5 + 2?) ist R ( L2 ) \ {0}.
(d) In (0,0) liegt ein Sattelpunkt vor. Sei ¢ : R — R, u + 3u — u>. Dann gilt

flay) =dxy)  ((x,y) €R?).

Es gilt ¢'(u) = 0 genau dann, wenn v = +1 und ¢”(£1) = F3. Damit hat
¢ ein lokales Maximum in v = 1 und ein lokales Minimum in v = —1. Es
folgt, dass die Menge {(z,2) : 2 € R\ {0}} aus lokale Maxima und die Menge
{(z,=}) : 2 € R\ {0}} aus lokale Minima besteht.

(e) Weil f stetig und [—2,2] x [—2,2] kompakt ist, nimmt f ihr Maximum und
Minimum auf [-2,2] x [—2,2] an. Es gilt

{zy: (z,y) € [-2,2]] x [-2,2]} = [-4,4]
und darum

3 = 1 d - .
<x,y>e[—n2l,1§x[—2,2}f(m’y) uerfl—l24]¢(u) un <x,y>e[fn2?2}](x[—2,2}f(m’y) uer?_%](ﬁ(u)

Das lokale Maximum von ¢ in uw = 1 ist nicht das globale Maximum, weil
¢(—4) =52 > 2 = ¢(1). Es Folgt, dass das globale Maximum von ¢ auf [—4, 4]
gleich 52 ist und angenommen wird in u = —4. Auf gleiche Weise folgt, dass das
globale Minimum von ¢ auf [—4, 4] gleich —52 ist und angenommen wird in v =
4. Darum ist das Maximum von f auf [—2, 2] gleich 52 und wird angenommen
in (z,y) = (£2,F2); das Minimum von f ist gleich —52 und wird angenommen
in (z,y) = (£2,£2).

Hausaufgabe 7.2 Sei f: R? — R gegeben durch
fa,y) =aye 2 ((@y) € R?).

(a) Bestimmen Sie alle kritischen Punkte von f und untersuchen Sie, ob an diesen
lokale Extrema vorliegen oder ob es sich um Sattelpunkte handelt.

(b) Bestimmen Sie alle Nullstellen von f und skizzieren Sie diese.

(c¢) Begriinden Sie, daf die Funktion f ihr Maximum und Minimum annimmt und
bestimmen Sie alle Punkte, an denen dieses Maximum bzw. dieses Minimum
angenommen werden, zusammen mit den zugehorigen Funktionswerten.

(d) Skizzieren Sie qualitativ die Niveaulinien der Funktion f.

Lésung:



(a) Es gilt
Df(a,y) = (y—2*y)e 2 (@ —ay)e 2 HD)  ((2y) € RP).
Die kritische Punkte sind damit gegeben durch die Gleichungen
(y — 229)e 24D =0 und  (z — ay?)e 2+ = 0.
und damit is die Menge C' der kritische Punkte gleich
C={(z,y) eR?*:y=0und z = 0, oder 2% = y* =1}
={(0,0), (=1, -1), (=1, 1), (1, =1), (1, D}.

Die Hessesche von f wird fiir (z,y) € R? gegeben durch

HeSSf(x y) _ ( (—3xy + x3y)e*%(m2+y2) (1 _ y2 — x2 + xgyg) —Ll(a%41?) >

e
(1— 22 — g2 4+ 22y2)e 2 (") (=3zy + ayB)e 2@ +v)
Es gilt

e Hessf(0,0) = 10

liegt darum ein Sattelpunkt vor.

01 ) . Die Eigenwerten sind gleich 1 und —1. In (0,0)

9.1
e Hessf(+1,+1) = ( 25 722,1 > . Es gibt eine doppelte Eigenwert
—2e~ 1. In (£1, £1) liegen darum lokale Maxima vor.
2¢O

e Hessf(+1,F1) = 0 21

In (£1,F1) liegen darum lokale Minima vor.

) . Es gibt eine doppelte Eigenwert 2e 1.

(b) Die Nullstellen von f sind gegeben durch die Gleichung xzy = 0. Die Menge der
Nulstellen ist damit die Vereinigung der Geraden R x {0} und {0} x R.

(c) Fiir jede € > 0 gibt es ein R > 0, sodass |f(z,y)| < € fiir alle (z,y) € R? mit
I(z,y)|| > R. Es folgt, dass fiir hinreichend grosse R > 0 die Funktion f sein
Minimum und Maximum auf {(z,y) € R? : ||(z,y)| < R} annimt. Dies impli-
ziert, dass das Minimum und Maximum in einem kritischen Punkt angenommen
wird. Das Minimum is deshalb gleich

f(1, _1> = f<_1’ 1) = —e !

und wird angenommen in die Punkte (1, —1) und (—1,1). Das Maximum ist
gleich
f(la 1) = f(_la _1) = e_l

und wird angenommen in die Punkte (1,1) und (-1, —1).

()

Hausaufgabe 7.3 Berechnen Sie das Taylorpolynom zweiter Ordnung von
f:R? 5 R; (z,y) — sin(mz) cos(wy)ez2y

im Entwicklungspunkt (1,1).



Lisung: Fiir (z,y) € R? gilt

O f(x,y) = (wcos(mz) + 2zysin(rz)) cos(ﬂy)exzy
Oy f(z,y) = (— msin(my) + 2° cos(my)) sin(wm)ew2y
02 f(x,y) = ((43:2y2 + 2y — %) sin(rz) + dray cos(m:)) cos(my)e® v
ajf(x, y) = ((x4 — %) cos(my) — 2ma? sin(wy)) sin(wx)e”’zy
= (( — 72 cos(mx) — 2may sin(mv)) sin(my) + ((2;16 + 223y) sin(nx) + wa? cos(mc)) cos(wy)) e’V
Es folgt
fL,1)=0
0. f(1,1) = me
9,f(1,1) =0
2f(1,1) = 4me
92(1,1)=0
0.0y f(1,1) = 0,0, f(1,1) = e

Das Taylorpolynom zweiter Ordnung von f ist darum

me(x — 1) 4 2me(x — 1) + me(x — 1) (y — 1).



