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7. Ubungsblatt

Priasenzaufgabe 7.1 Betrachtet sei die Funktion

f:R?* S5 R; (z,y) — zy — 2° —y? — 2z + 4.
(a) Berechnen Sie Df und die kritischen Punkte von f.
(b) Berechnen Sie die Hessesche von f.

(¢) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Hesseschen in jedem kri-
tischen Punkt.

(d) Untersuchen Sie, ob an diesen kritischen Punkten lokale Extrema vorliegen oder
ob es sich um Sattelpunkte handelt.

Lésung:

(a)
Dfmy)=(y-20-2 x-2)  ((z.9) eR?).
Die kritische Punkte von f sind die Punkte (z,y) € R?, sodass
y—2x—2=x—-2y=0.
s s s 4 2
Das einzige kritische Punkt is darum (-3, —%).

(b) Die Hessesche wird gegeben durch
A :=Hessf(z,y) = -2 1 ((z,y) € R?)
’ ’ 1 -2 ’ ’

(c) Die Eigenwerten von A sind die A € R, sodass det(A\lz — A) = (A +2)2 -1
gleich 0 ist. Die Eigenwerten sind darum —1 und —3. Die Eigenvektoren zum
Eigenwert —1 sind die Losungen v € R? \ {0} der Gleichung Av = —v. Die
Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert —1 is darum gleich

R( X )\{o}.

Die Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert —3 ist gleich

r( )0

(d) Die beide Eigenwerten der Hessesche in dem kritische Punkt (—3, —
negativ. Es folgt, das hier eine lokales Maximum vorliegt.

Prasenzaufgabe 7.2 Gegeben sei die Matrix



(a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A.
(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A.

(¢) Bestimmen Sie die Eigenvektoren von A.

Lésung:

(a)

det(Al3 — A) = det -2 A-1 =2

:()\—l)det(/\_; )\_21)—(—2)det(_12 /\_21>+det(_12 A_21>
=A=-D((A=12=4)+2(-2A-1)+2)+ (4— (A—1))
=A=12-9\—1)+8

Damit ist das Charakteristische Polynom von A gleich

A=1)2 =9\ +8=X =3 2 -6A+16=(A—2)(\> = A —8).

(b) Die Eigenwerten sind die Losungen von (A — 2)(A2 — XA — 8) = 0 und damit
gegeben durch A = 2, PT‘/@, HT\/Q

(c) Die Eigenvektoren zum Eigenwert A = 2 sind die nicht-triviale Lésungen v von
(2I3 — A)v = 0. Die Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert 2 ist damit gleich

1
R 0 \ {0}.
-1
Die Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert H'T‘/% ist
1
14+4/33
R % \ {0}.

und die Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert ;ﬁ ist

1
R| 1=v3 |\ {o0}.

—

Priisenzaufgabe 7.3 Sei f : R? — R gegeben durch

2
fla,y) = (2® —y?)e 7" ((z,y) € R?).
a) Berechnen Sie das Taylorpolynom zweiter Ordnung in (1, 1).
212

(b) Bestimmen Sie alle kritischen Punkte von fund untersuchen Sie, ob an diesen
lokale Extrema vorliegen oder ob es sich um Sattelpunkte handelt.

(¢) Bestimmen Sie alle Nullstellen von f und skizzieren Sie diese.



(d) Begriinden Sie, dafl die Funktion f ihr Maximum und Minimum auf [—3, c0) xR
annimmt und bestimmen Sie alle Punkte, an denen dieses Maximum bzw. dieses
Minimum angenommen werden, zusammen mit den zugehorigen Funktionswer-
ten.

Es gab ein Fehler in Aufgabe (d): f ist nicht beschrinkt auf ganz R?.

Liosung:
(a) Es gilt
Ouf(z,y) = 2z — 22 +y?)e 7Y
Oyf(x,y) = (=2y — 2ac2y + 2y3)e_l y
3§f($,y) =(2—4x+ 2 — yQ)e—r—y
020, f(2,y) = 0,05 f(x,y) = (—4zy + 2y + 222y — 2)e >V’
02 f(w,y) = (=2 = 22% +10y° + da”y? — dy*)e "V
und darum
11
PR — — O
7o)
11
8Lf(§a 5) = 6_%
I f(5, 5) ==
11
2 p— — J—
0:f(5,5) =0
11 11
11
2 - - pr—
9,f(5,5) =0
Darum gilt D?f (%, %) = 0 und damit ist das Taylorpolynom zweiter Ordnung
in (3, 3) gleich

(b) Die kritische Punkte von f sind die Punkte (x,y) € R?, sodass Df(x,y) = 0,
dass heifit

(22 — 2% + 1/2)6_“”_92 =0, (—2y—22%y+ 2y3)e_$_y2 =0.
Diese Gleichungen sind #dquivalent zu
20 — 22 4+ =0, y(—1—2%+y*) =0.

Die zweite Gleichung impliziert, dass y = 0 oder —z? + y* = 1. Wenn y = 0,
dann gilt nach der erste Gleichung z? = 2z und damit = = 0 oder z = 2. Wenn
—2? 4+ y? = 1, dann gilt nach der erste Gleichung —22 = 1 und damit z = —1

2
und y = i%. Es gibt also 4 kritische Punkte:

(0a0)7 (270)a (_%v _é)a (_%7 ?)

Die Hessesche von f ist gegeben durch

Hessf(z,y) = (

@-dv+a®—yD)e V(g 2+ - 2Pt
(—dzy + 2y + 222y — 2¢%)e™ >V (=2 — 222 + 10y? + 4a?y? — 4y*)e =Y

)



wobei (z,y) € R%. Es gilt

Hess f(0,0) = ( S 0 )
el (2.0 ( 260_2 102 )
s (3-5) - (L )
Hess/ (—i’f) ()

¢ Die Eigenwerte von Hessf(0,0) sind 2 und —2. Es handelt sich darum in
(0,0) um ein Sattelpunkt.

e Die Eigenwerte von Hessf(2,0) sind 2e? und —10e~2. Es handelt sich
darum in (2,0) um ein Sattelpunkt.

¢ Die Eigenwerte von Hessf (—%, —@) sind (4 + /6)e%. Es handelt sich

darum in (f%, 7%) um ein lokales Minimum.
¢ Die Eigenwerte von Hessf (—%, %) sind auch (4 + v/6)e~ 4. Es handelt
sich darum in (—%, —%) auch um ein lokales Minimum.

(c) Die Nullstellen von f sind die Punkte (z,y) € R? mit 22 = y?, also die Verei-
nigung der Geraden R ( 1 ) und R ( _11 )

(d) Wenn ((xn,yn))neN eine Folge in [—3,00) ist, sodass (||(a:n,ynH)neN unbe-
schrénkt ist, dann gilt
lim f(xn,yn) =0.

n— o0

Es folgt, dass f ihr Maximum und Minimum auf [—3, c0) annimmt. Das Mini-
mum von f| [—3,00) wird darum angenommen auf C_ N[—3,00). Auf die Gerade

{(~3,9) : y € R} gilt
8, f(~3,y) = (~20y + 2¢>)e 3V

Es gilt 0, f(—3,y) = 0 genau dann, wenn y = 0 oder y = ++/20. Die Funktion
f nimmt ihr Minimum und Maximum an ein lokales Extremum von f oder an
ein lokales Extremum von y — f(—3,y). Es gilt

1 V5 _
(1)

f(=3,0) = 9¢3
F(—3,£v20) = —11e7'7.

o

Das Maximum ist damit 9e® und wird anngenommen in (—3,0). Das Minimum

. _3 . .
ist —e™% und wird angenommen in (f%, :I:é)



