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INSTITUT FÜR MATHEMATIK

Prof. Dr. Bernhard Krötz, Dr. Job Kuit
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8. Übungsblatt

Hausaufgabe 8.1 Beweisen Sie, dass

O(n) := {g ∈ GL(n,R) : gt = g−1}

eine Untermannigfaltigkeit von Matn,n(R) ist. Bestimmen Sie die Dimension von
O(n).

Lösung: Wir definieren

f : Matn,n(R)→ Symn×n(R); g 7→ gtg,

wobei Symn×n(R) = {X ∈ Matn,n(R) : Xt = X} dem Vektorraum der symmetri-
schen Matrizen ist. Es gilt

Df(g)(X) = Xtg + gtX
(
g,X ∈ Matn,n(R)

)
.

Wenn f(g) = 1, dann

det(g)2 = det(gt) det(g) = det
(
f(g)

)
= det(In) = 1.

Es folgt, dass det(g) = ±1 und damit, dass g invertierbar ist. Wenn Y ∈ Symn,n(R)

und X = 1
2 (gt)−1Y , dann

Df(g)(X) = Xtg + gtX =
1

2

(
(gt)−1Y

)t
g +

1

2
gt(gt)−1Y =

1

2
Y t +

1

2
Y = Y.

Es folgt, dass Df(g) surjektiv ist für jede g ∈ f−1({In}). Nach dem Satz vom
regulärem Wert ist O(n) = f−1({In}) eine Untermannigfaltigkeit von Matn,n(R)
von Dimension

dim
(
O(n)

)
= dim(Matn,n(R)

)
− dim

(
Symn,n(R)

)
= n2 − n(n+ 1)

2
=
n(n− 1)

2
.

Hausaufgabe 8.2 Seien

A =

 1 2 −1
2 1 2
−1 2 1

 , B =

(
0 −1
1 0

)
und C =

(
0 1
0 0

)
.

Berechnen sie etA, etB und etC für t ∈ R.

Lösung:

(a) Nach Präsenzaufgabe 7.2 sind die Vektoren
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2 . Diese Vektoren bilden eine
orthonormale Basis. Sei
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Die die Spalten eine orthonormale Basis bilden, ist C eine orthogonale Matrix,
das heißt Ct = C−1. Es gilt
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= C
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(b) Es gilt B2 = −In and darum

etB =

∞∑
k=0

tk

k!
Bk

=

( ∞∑
k=0

t2k

(2k)!
(−1)kI2

)
+

( ∞∑
k=0

t2k+1

(2k + 1)!
(−1)kB

)
= cos(t)I2 + sin(t)B

=

(
cos(t) − sin(t)
sin(t) cos(t)

)
(c) Es gilt C2 = 0 und darum

etC =

∞∑
k=0

tk

k!
Ck = I2 + tC =

(
1 t
0 1

)
.

Hausaufgabe 8.3 Sei V := {x ∈ R2 : |x2| < 1}. Betrachten Sie für x ∈ V die
Kepler-Gleichung

y = x1 + x2 sin(y)

für eine Unbekannte y ∈ R.

(a) Beweisen Sie, dass es für jedes x ∈ V eine eindeutige Lösung der Kepler-
Gleichung y = ψ(x) gibt, welche differenzierbar von x abhängt.

(b) Zeigen Sie, dass ψ(π, x2) = π für alle x2 ∈ (−1, 1).



(c) Zeigen Sie, dass ψ(x1 + 2π, x2) = ψ(x) + 2π für alle x ∈ V .

(d) Zeigen Sie, dass ψ(−x1, x2) = −ψ(x) für alle x ∈ V . Folgern Sie

∂kx1
ψ(x1, x2)

∣∣
x1=0

= 0

für alle k ∈ 2N0 und x2 ∈ (−1, 1).

(e) Beweisen Sie, dass

Dψ(x) =

(
1

1− x2 cos
(
ψ(x)

) , sin
(
ψ(x)

)
1− x2 cos

(
ψ(x)

)) (x ∈ V ).

Lösung:

(a) Sei fx : R→ R für x ∈ V gegeben durch

fx(y) = x1 + x2 sin(y)− y (y ∈ R).

Die Funktion f ist stetig und es gilt

lim
y→±∞

fx(y) = ∓∞.

Es folgt mit Hilfe der Zwischenwertsatz, dass fx surjektiv ist. Da f ′x(y) =
x2 cos(y) − 1 und |x2| < 1, gilt f ′x(y) < 0 für alle y ∈ R. Damit ist fx strikt
monoton fallend und darum injektiv. Es folgt, dass es für jede x ∈ V genau ein
y ∈ R gibt, sodass fx(y) = 0. Sei ψ : V → R die Abbildung, sodass

fx(ψ(x)) = 0 (x ∈ V ).

Aus dem Satz über implizite Funktionen folgt, dass es für jede x ∈ V eine
Umgebung U von x in V gibt, sodass ψ

∣∣
U

stetig differenzierbar ist. Weil dies

gilt für alle x ∈ V , ist ψ eine C1-Funktion.

(b) Sei x2 ∈ (−1, 1). Es gilt
π + x2 sin(π)− π = 0

und damit
ψ(π, x2) = π.

(c) Sei x ∈ V . Wenn
x1 + x2 sin(y)− y = 0,

dann
x1 + 2π + x2 sin(y + 2π)− (y + 2π) = 0

und darum gilt ψ(x1 + 2π, x2) = ψ(x) + 2π.

(d) Wenn x ∈ V und
x1 + x2 sin(y)− y = 0,

dann
−x1 + x2 sin(−y)− (−y) = 0

und darum gilt ψ(−x1, x2) = −ψ(x). Aus die Ck-Version des Satzes über im-
pliziete Funktionen folgt, dass ψ sogar glatt ist. Da ψ ungerade ist in x1 gilt

−∂kx1
ψ(0, x2) = ∂kx1

ψ(−x1, x2)
∣∣
x1=0

= (−1)k∂kx1
ψ(0, x2) (k ∈ N0)

Wenn k gerade ist, dann ∂kx1
ψ(0, x2) = 0.



(e) Nach dem Satz über impliziete Funktionen gilt

Dψ(x) = − 1

f ′x(ψ(x))

(
∂x1

(
x1 + x2 sin(y)− y

)∣∣
y=ψ(x)

, ∂x2

(
x1 + x2 sin(y)− y

)∣∣
y=ψ(x)

)
= − 1

x2 cos
(
ψ(x)

)
− 1

(
1, sin

(
ψ(x)

))
.


