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Analysis 3

10. Ubungsblatt

Ausgewdhlte Lisungen

Prasenzaufgabe 10.2 Sei U eine offene Teilmenge von R”. Fiir eine k& 4+ 1-Form
a auf U und ein C'-Vektorfeld V : U — R"™ sei tya die k-Form auf U gegeben
durch

(Lva)x(Xl, R ,Xk) = az(V(x),Xl,. .. ,Xk) (17 elU, Xy,..., X € Rn)

Man nennt ty« die Kontraktion von « mit V. Die Lie-Ableitung Ly o von «
beziiglich V ist definiert als

Lya= d(bva) + iy (da).
(a) Bestimmen Sie Ly f fiir eine stetig differenzierbare Funktion f: U — R.

(b) Beweisen Sie, dass fiir alle k-Formen « und I-formen 5 auf U

Ev(a A ﬂ) = (Eva) AB+aA (Evﬂ)

und
ﬁv (dOé) = d(ﬁva).

Sei G = {<I>t 1t e R} eine glatte Einparametergruppe von Diffeomorphismen auf
U, d.h. fiir jede t € R ist ®; : U — U ein Diffeomorphismus, sodass

Py =1d
und
q)so(I)t:q)s+t (S,tGR),

und die Abbildung
RxU—=U, (tx)— Ox)

glatt ist. Sei V' : U — R™ das Vektorfeld, das zu G gehort, d.h. das Vektorfeld,
sodass
0t P (x) =V o Dy(x) (teR,zel,).
(c) Beweisen Sie fiir alle k-Formen « auf U die Identitét
0 (P ) |t:0 =Lya.
Lésung:

(a) Da ty f eine —1-Form ist, gilt ¢y f = 0. Es folgt

(L 1) @) = (D) (0) = (i (32 00f doe) ) (@) = 3 0 () sy (V ()
k=1 k=1

I
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O f(2)Vi(x) = Oy (2) f ().
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(b) Wenn ay,...,a; € (R")* und X;,..., X € R", dann
(al /\~~~ak)(Xla"'7 Z Slgn 0(1)) ak(Xo(k))
oc€Sk
Es folgt, dass fiir X € R"

k

(041 /\...Oék)(X,-,...,~) = Z(—l)i_lak(X)al N N1 Noger N N ag.
=1

Wenn v € A¥(R")* und § € A\'(R™)*, dann
(YA (X, sy ) =X,y YA+ (=Y AS(X, - .., -)
Wir folgern, dass fiir eine k-Form «, eine I-Form 3 und ein Vektorfeld V auf U
o wlanB) = (va)AB+ (1) a A (wp).
Weil
d(a A B) = (da) A B+ (=1)*a A (dB),
folgt
Lyv(aAB)=(dowy +ivod)(anp)
= d((wva) A B+ (=1)Fan (wB)) + v ((da) A B+ (—)fa A (dB))
= (dowa) AB+ (=) wwa) A(dB) + (=1)*(da) A (v B) +a A (dowp)
+ (v oda) A B+ (=) (da) A (b B) + (=1)*(tv @) A (dB) + a A (ty o dB)
=(dowa)\NB+ (yvoda) ANB+aA(dowf)+aA (vodf)
= (Lva)AB+an (Lyp).
Weiter gilt

doLy =dodowy +dorwyod=doryod=dowtyod+iyodod= Ly od.

(¢) Fiir eine k-Form « auf U definieren wir
K(a) = th)fa‘tzo.
Sei f : U — R eine stetig differenzierbare Funktion. Es gilt
K(F) @) = 00 (2,(0)) | _y = D F(@) - V(x) = By f(2). = Ly f(2)
Wenn « eine k-Form und S eine [-Form auf U ist, gilt

K(aAB) = 0,8 (a A B)|,_y = 0(®fa) A (®]B)],_, = (2:Pa
— K(a) AB+aAK(B).

|t:0 AB+ah (3t®fﬁ)|t:0

und

K(da) = 8t<I>2‘(doz)|t=0 = 0,d(P; ) |t=0 = d(9,dP;

t=0) = d(K(a))

Wir haben jetzt bewiesen, dass K und Ly die gleiche Eigenschaften beziiglich
A und d haben und auf stetig differenzierbare Funktionen iibereinstimmen. Da
jede Differentialform aus lineare Kombination von Zusammenstellungen von
Dachprodukten und duflere Ableitungen von Funktionen besteht, folgt IC = Ly, .



