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13. Ubungsblatt

Ausgewdhlte Lisungen

Hausaufgabe 13.2 (Forster, Aufgabe 15.4) Gegeben sei die Differentialgleichung

V0 + 0+ =0 (>0, (1)

wobei a,b € C Konstanten seien. Zeigen Sie: Eine Funktion ¢ : Ryg — C ist genau
dann Losung von , wenn die Funktion ¢ : R — C, definiert durch

»(t) = ¢(e")
Losung der Differentialgleichung

y"(t) + (a—1)y'(t) + by(t) = 0 (2)

ist. Geben Sie ein Losungs-Fundamentalsystem von fiir alle moglichen Parame-
terwerte a,b € C an.

Lisung: Sei ¢ eine C2-Funktion auf R+ und ¢ = ¢ o exp. Es gilt
Y () + (a— D)9 (t) + by (t) = e*¢" (") + €'¢'(t) + (a — 1)e' ¢/ (") + bo(e)
= P (") 4 actd () + bo(e')
— €2t (¢//(et) 4 aeit(b’(et) 4 b€72t¢(et)>
1/ / b
= (4 6"(6) + 9 )+ 50) o exp ) (1)

Es folgt, dass ¢ genau dann eine Losung von ist, wenn 1 eine Losung von
ist.

Sei P : C — C gegeben durch P(A) = A2 + (a — 1)\ + b. Wenn b # (a — 1)?/4,
dann hat P zwei Nullstellen

1-— Vi(a—1)2—4b 1—a-— —1)2—4b
PV Sk VA (Y wd A= 1-o=Vie=l) :
2 2
Die Losungen von werden dann gegeben durch Linearkombinationen der Funk-
tionen ¢+ et und ¢ — e*-t. Die Losungsmenge von ist den Vektorraum

{esys +c_y_ 1 cx € C},
wobei

ye(t) =t (t>0).
Wenn b = (a — 1)?/4, dann sind die Lésungen von Linearkombinationen der
Funktionen ¢ — e*o! und ¢ — te*ot, wobei \g = (1 — a)/2. Die Losungsmenge von
ist den Vektorraum

{e1y1 +c2y2 1 12 € C},
wobei .

yl(t) =12 (t > 0)

und .
y2(t) =log(t)t ™= (t>0).



