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1. Ubungsblatt

Ausgewdhlte Lisungen

Hausaufgabe 1.2 Ziel dieser Aufgabe ist zu beweisen, dass es kein normiertes
translationsinvariantes Maf 1 : P(R) — [0, oo] auf R gibt.

(a) Wir versehen R/Z mit der Quotiententopologie beziiglich der Projektion

p:R>R/Z, c—»2x+7Z.

Zeigen Sie, dass die Abbildung f : R/Z — S*, gegeben durch
flx+7Z) = 2™,
ein Homo6omorphismus ist.
(b) Beweisen Sie: Jedes translationsinvariante Maf}
p:PR) — [0, 0]

bestimmt ein translationsinvariantes Maf§ v : P(R/Z) — [0,00] auf S* = R/Z
mit der Eigenschaft

V(A+Z)=u(A)  (A€P(R),AC0,1)).

Sei G eine Untergruppe von S' = R/Z mit der Eigenschaft, dass G isomorph zu Z
ist.
(¢c) Zeigen Sie, dass es ein ¢ € (0,1) \ Q gibt, sodass G = {ng+7Z € R/Z :n € Z}.
Die Gruppe G wirkt auf S* = R/Z durch

GxS' =S (g2+Z)—g-(x+Z):=g+x+7Z.
Sei R C S eine Menge von Repriisentanten fiir die Menge der G-Orbiten auf S*.
(d) Beweisen Sie, dass die Abbildung

Gx R — St (g,r)—g-r

eine Bijektion ist und S' als disjunkte Vereinigung

S'=|]gR (1)
geG

geschrieben werden kann.

Ein MaB A : P(S!) — [0,00] auf S! heiBt G-invariant, wenn fiir beliebiges g € G
und jedes A € P(S?) gilt

(e) Beweisen Sie mit Hilfe von (1), dass jedes G-invariante MaB§ A : P(S!) — [0, o]
auf St entweder gleich 0 ist, oder die Eigenschaft A\(S') = oo hat.



(f)

Folgern Sie, dass es kein normiertes translationsinvariantes Maf§ p : P(R) —
[0, 00] auf R gibt.

Lésung:

(a)

Wir betrachten S! als Teilmenge von C und versehen S' mit der induzierten
Topologie (Relativ-Topologie).

Sei A C S! eine offene Teilmenge. Die Verkniipfung f op ist offensichtlich stetig
and darum ist (f op)~'(A) =p~!(f7*(A)) offen. Da R/Z versehen ist mit der
Quotientopologie, ist auch f~1(A) offen. Es folgt, dass f stetig ist.

Jetzt beweisen wir, dass die Umkehrabbildung auch stetig ist. Die Abbildung
f1:S8Y 5 R/Z, €™ s 1 + Z ist einen Gruppenhomomorphismus. Es reicht
darum zu zeigen, dass f~! stetig in 1 ist. Sei U eine offene Umgebung von
f71(1) = 0+Z in R/Z. Dies bedeutet, dass p~!(U) offen in R ist. Da 0 € p~(U)
und p~1(U) = p~Y(U) + n fiir alle n € Z, gibt es ein 0 < € < 1, sodass
V = U,en(n — €,n + €) enthalten ist in p~!(U). Sei U’ = (—¢,€) + Z C R/Z.
Da p~}(U’) =V, ist U’ offen in R/Z und erhalten in U. Es gilt

fU) ={e?™: —e<ax<ep=S"'NB(,r),

wobei B(1,r) die offene Ball in C mit Radius r = [¢??™ — 1| und Mittelpunkt 1
ist. Es folgt, dass f(U) 2 f(U’) eine Umgebung von 1 in S! ist. Dies beweist,
dass f~1 stetig ist.

Sei p : P(R) — [0, 00] ein translationsinvariantes Mafi. Wir setzen v(A + Z) =
w(A) fiir A C [0,1). Zuerst bemerken wir, dass jede B C P(R/Z) eindeutig als
B =A+7Z mit A C [0,1) geschrieben werden kann. Darum definiert v eine
Abbildung P(R/Z) — [0c0). Diese Abbildung hat die folgende Eigenschaften.
Es gilt
v(0) =v(0+2Z) = p®) =o0.

Wenn (A4, )nen eine Folge in P([0,1)) von paarweise disjunkte Mengen ist, dann
gilt

V<U(AR+Z)> :y((UAn)+Z> =u( | 4n) = 3 1(Ay)

neN neN neN n=1

[M]8

v(A, + 7).

Il
—

n

Es folgt, dass v ein Maf ist. Wenn A C [0,1) und = € R, dann gilt

(z+A+2)0[0,1) = (Lz)+ (4n[o,1- =) Ju(le) =1+ (An[1 = 2], 1))

und damit

v(z+ A+ 17) :y((m + (Aﬂ[o,l— L:cj))) ¥ (m 14 (Aﬂ[l— m,n)) +z>
:u<(LxJ + (Am[o,l— ij))) U (Lx] 14 (Am[l— LxLl))))
:MQxJ + (Am 0,1 Lmj))) +M(L$J 1+ <Am n— LmJ,l))).

Da p translationsinvariant ist, ist die rechte Seite dieser Gleichung gleich

u(Am[O,l— LxJ)) +u<Am[1— m,n) = u(A) = v(A+ 7).

Es folgt, dass v translationsinvariant ist.



(¢) Sei ¢ : Z — G ein Gruppenisomorphismus und sei ¢ € R, sodass ¢ +Z = ¢(1).
Fiir alle n € Z gilt ¢(n) = n¢(1l) = nq+ Z. Da ¢ ein isomorphismus ist, gilt fiir
jede n € N, dass ng +Z = ¢(n) # ¢(0) = 0+ Z. Es folgt, dass ng ¢ Z fiir alle
n € N un damit ¢ ¢ Q. Zum Schluss gilt

G=¢(Z)={ng+Z:neZ}.

(d) Weil R eine Menge von Repriisentanten fiir die Menge von G-orbiten in S* ist,
ist die Abbildung ¢ : G x R — S*, (g,7) — g - r bijektiv. Wenn g,¢’ € G und
g-RNg'-R # (), dann gibt es r, 7' € G, sodass ¥(g,7) =g-r =g - =(g', ).
Da 9 bijektiv ist, folgt ¢ = ¢’. Dies beweist, dass die Mengen der Form g - R,
mit g € G, paarweise disjunkt sind.

(e) Sei A:P(S') — [0,00] ein G-invariantes Maf§ auf S*. Da G abzihlbar ist, gilt

ASHY=A[]g-R|=D_Mg-R) =D AR).

geG geG geG

Wenn A(R), dann folgt A\(S') = 0 und damit A\(A) = 0 fiir alle A C S*. Wenn
A(R) > 0, dann folgt A\(S!) = oo.

(f) Nehme an, dass p : P(R) — [0, 0] ein normiertes translationsinvariantes Maf
auf R ist. Auf gleiche Weise als bei Hausaufgabe 1.1 (in Ubung besprochen)
folgt, dass u({1}) = 0. Nach (b) gibt es ein translationsinvariantes Mafi v auf
St mit v(S') = p([0,1)) = ([0,1]) = 1. Dieses Ergebnis widerspricht (e).

Hausaufgabe 1.3 [Soergel, Ubung 1.1.35] Gegeben sei ein Massraum (X, M, p)
und darin eine absteigende Folge mefibarer Mengen endlichen Mafles Ag 2 A; D ....

Man zeige
u (OO An> = lim u(4,).

Man zeige auch durch ein Gegenbeispiel, daf3 das nicht mehr gelten muf}, wenn alle
Mengen unserer Folge unendliches Mafl haben.
Lésung: Es gilt

Ao =AU (ANAL)  (kEN),

A = (oo An> L (O(AOmA;)> .
n=0 n=1

1(Ao) = w(Ax) + n(Ao N A3)  (keN),

w(Ag) = p (ﬂ An> + 1 (U(AomA;)> .
n=0

n=1

und darum

Da alle MaBen endlich sind, folgt aus Ubungsaufgabe 1.2, dass

I (ﬂ An) = pu(Ao) — p (U (Ao N Aﬁ)) = p(Ao) — lim p(Ao N AY)
n=0 n=1

= lim_ (u(do) — j(Ao N AZ) = lim p(A,).

n— oo



Sei v : P(Z) — [0,00] das ZéhlmaB auf Z. Firn € Nsei A, = {x € Z : x > n}.
Dann ist (Ay)nen eine absteigende Folge von Teilmengen von Z. Es gilt

nh—>Holo v(A,) = o0 und v (ﬂ An> =v(0) =0.

neN



