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2. Ubungsblatt

Prisenzaufgabe 2.1 [Soergel, Ubung 1.1.38: Restriktion von MaBen] Zeigen Sie:
Ist (X, M, pu) ein Mafiraum und A C X eine mefibare Teilmenge, so bilden die
in A enthaltenen mefibaren Mengen von X eine o-Algebra M|4 C P(A) und die
Einschriinkung von p ist ein Mafl p|g : M|a — [0, 00]. Wir nennen (A4, M|a, u|a)
den induzierten Mafiraum.

Priisenzaufgabe 2.2  [Soergel, Ubung 1.2.32] Seien Mengen X und Y sowie Men-
genringe A C P(X) und B C P(Y) gegeben. Zeigen Sie, dass das System aller
endlichen Vereinigungen von paarweise disjunkten Mengen der Gestalt A x B mit
A € Aund B € B ein Mengenring in P(X x Y) ist.

Prisenzaufgabe 2.3 [Soergel, Ubung 1.2.34] Zeigen Sie, daB es hochstens ein
normiertes translationsinvariantes topologisches Maf3 A auf R geben kann. Hinweis:
Zeigen Sie zundchst A({a}) = 0 fiir alle a € R; Zeigen Sie anschlieflend, daf fiir alle
n € N gilt: A([0,1/n]) = 1/n. Erweitern Sie als ndchstes die Aussage auf Intervalle
mit rationalen Endpunkten und schliefSlich auf beliebige Intervalle. Wenden Sie dann
den Satz tiber MafSfortsetzungen an.

Prisenzaufgabe 2.4 [Soergel, Ubung 1.2.39: Cantor-Menge] Wir betrachten die
Cantor-Menge C, die aus dem Einheitsintervall Cy = [0, 1] entsteht, indem wir
das mittlere Drittel (1/3,2/3) herausnehmen, dann aus den beiden so entstehen-
den kompakten Intervallen wieder jeweils das offene mittlere Drittel und so weiter,
und schlieflich als C' den Schnitt {iber alle Mengen C), nehmen, die wir in dieser
Weise in n Schritten erhalten. Man zeige, dafl die Cantor-Menge das Lebesguemaf
A(C) = 0 Null hat und iiberabzéhlbar ist. Hinweis: Man kann die Cantor-Menge
auch beschreiben als die Menge aller Zahlen, die sich in der Basis Drei mit einer
Null vor dem Komma und ohne die Ziffer Eins ausdriicken lassen, in Formeln

C= {iaii’)_i ta; € {0,2}}



Hausaufgabe 2.1 [Soergel, Ubung 1.1.39: Verkleben von MafBen] Sei ein MeB-
raum X die Vereinigung einer Folge X,, meBbarer Teilmengen. Sei auf jeder unserer
Teilmengen X,, ein Maf} p,, gegeben derart, dafl gilt

Pl (X0 Xm) = Bml(X,nX0)

fiir alle m,n. Man zeige, dafl es dann genau ein Mafl g auf X gibt mit

fn = plx,,

fiir alle n.

Hausaufgabe 2.2 [Soergel, Ubung 1.2.33] Man zeige, daB zwei Mafle auf ein-
und derselben o-Algebra iibereinstimmen, sobald sie auf einem schnittstabilen Er-
zeugendensystem unserer o-Algebra iibereinstimmen, das dariiber hinaus o-endlich
ist in dem Sinne, daf§ die ganze Menge durch eine Folge von Mengen endlichen
Mafles aus besagtem Erzeugendensystem iiberdeckt werden kann. Hierbei heifit ein
Mengensystem S C P(X) schnittstabil, wenn gilt

ANBeS (A,B€S).

Hausaufgabe 2.3 [Soergel, Ubung 1.2.35] Zeigen Sie, daB es hochstens ein nor-
miertes translationsinvariantes topologisches Maf3 A auf R™ geben kann.

Hausaufgabe 2.4 Zeigen Sie, dass die Borel’sche o-algebra B(R) von den be-
schréankten Intervallen erzeugt wird.

Hausaufgabe 2.5 [Soergel, Ubung 1.2.40] Zeigen Sie: Die Menge aller reellen
Zahlen, die sich darstellen lassen durch einen unendlichen Dezimalbruch, in dem
die Ziffer 6 nicht vorkommt, bildet eine abgeschlossene Teilmenge von R vom Le-
besguemaf} Null.

Abgabe der Hausaufgaben: Freitag, 13.11.2020, 9 Uhr via Panda.



