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2. Übungsblatt
Ausgewählte Lösungen

Hausaufgabe 2.1 [Soergel, Übung 1.1.39: Verkleben von Maßen] Sei ein Meß-
raum X die Vereinigung einer Folge Xn meßbarer Teilmengen. Sei auf jeder unserer
Teilmengen Xn ein Maß µn gegeben derart, daß gilt

µn|(Xn∩Xm) = µm|(Xn∩Xm)

für alle m,n. Man zeige, daß es dann genau ein Maß µ auf X gibt mit

µn = µ|Xn

für alle n.
Lösung: Für n ∈ N sei

Yn := Xn \
n−1⋃
k=1

Xk.

Dann ist (Yn)n∈N eine Folge paarweise disjunkter und meßbarer Teilmengen und

X =
⋃
n∈N

Yn.

Für eine meßbare Teilmenge A setzen wir

µ(A) :=

∞∑
n=1

µn(A ∩ Yn).

Wir behaupten, dass µ ein Maß ist.
Erstens gilt

µ(∅) =

∞∑
n=1

µn(∅ ∩ Yn) = 0.

Zweitens, wenn (An)n∈N eine Folge paarweise disjunkter meßbarer Teilmengen ist,
dann gilt für alle n ∈ N

µn

(( ⋃
m∈N

Am

)
∩ Yn

)
= µn

( ⋃
m∈N

(
Am ∩ Yn

))
=

∞∑
m=1

µn

(
Am ∩ Yn

)
und damit

µ(A) =

∞∑
n=1

µn

(( ⋃
m∈N

Am

)
∩ Yn

)
=

∞∑
n=1

∞∑
m=1

µn

(
Am ∩ Yn

)
=

∞∑
m=1

∞∑
n=1

µn

(
Am ∩ Yn

)
=

∞∑
m=1

µ(Am).

Es folgt, dass µ ein Maß ist.



Wenn n ∈ N und A ⊆ Xn, dann ist (A∩Ym)m∈N eine Folge paarweise disjunkter
Teilmengen von Xn mit den Eigenschaften

A =
⋃
m∈N

(A ∩ Ym)

und
µm(A ∩ Ym) = µn(A ∩ Ym) (m ∈ N).

Es folgt

µ(A) =

∞∑
m=1

µm(A ∩ Ym) =

∞∑
m=1

µn(A ∩ Ym) = µn

( ∞⋃
m=1

(
A ∩ Ym

))
= µn(A).

Dies zeigt, dass µ|Xn
= µn.

Wenn ν ein zweites Maß ist mit ν|Xn
= µn für alle n ∈ N, dann gilt für alle

meßbare Teilmengen A

ν(A) = ν

(⋃
n∈N

(
A ∩ Yn

))
=

∞∑
n=1

ν(A ∩ Yn
)

=

∞∑
n=1

µn(A ∩ Yn
)

= µ(A).

Es folgt ν = µ.

Hausaufgabe 2.2 [Soergel, Übung 1.2.33] Man zeige, daß zwei Maße auf ein-
und derselben σ-Algebra übereinstimmen, sobald sie auf einem schnittstabilen Er-
zeugendensystem unserer σ-Algebra übereinstimmen, das darüber hinaus σ-endlich
ist in dem Sinne, daß die ganze Menge durch eine Folge von Mengen endlichen
Maßes aus besagtem Erzeugendensystem überdeckt werden kann. Hierbei heißt ein
Mengensystem S ⊆ P(X) schnittstabil, wenn gilt

A ∩B ∈ S (A,B ∈ S).

Lösung: Wir schreibenM für die σ-Algebra und S für das Schnittstabile σ-endliche
Erzeugendensystem. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen,
dass ∅ ∈ S. Seien µ und ν Maßen auf X, sodass µ(A) = ν(A) für alle A ∈ S.

Sei (Xn)n∈N eine Folge eine Folge von Mengen endlichen Maßes aus S mit

X =
⋃
n∈N

Xn.

Wir beweisen zuerst, dass µn := µ|Xn = ν|Xn =: νn für alle n ∈ N. Wir schreiben

Mn := {A ∈M : A ⊆ Xn}, und Sn := {A ∈ S : A ⊆ Xn}.

Jetzt ist Sn ein Schnittstabiles Erzeugendensystem der σ-Algebra Mn auf Xn.
Wir definieren

En := {A ∈Mn : µn(A) = νn(A)}

Wenn A,B ∈ En und A ∩B ∈ En, dann

µn(A∪B) = µn(A)+µn(B)−µn(A∩B) = νn(A)+νn(B)−νn(A∩B) = νn(A∪B).

Hier haben wir benützt, dass µn und νn endliche Maßen auf Xn sind. Es folgt, dass
A ∪B ∈ En. Weiter gilt für alle A ∈ En

µn(Ac) = µn(Xn)− µn(A) = νn(Xn)− νn(A) = νn(Ac),

und darum Ac ∈ En.



Diese Aussagen haben die folgende Implikation. Sei E ⊆ En schnittstabil. Wenn
(Am)m∈N eine Folge in E ist, dann

µn

(
Am \

m−1⋃
k=1

Ak

)
= νn

(
Am \

m−1⋃
k=1

Ak

)
(m ∈ N)

und darum

µn

( ⋃
m∈N

Am

)
= µn

( ⋃
m∈N

(
Am \

m−1⋃
k=1

Ak

))
=
∑
m∈N

µn

(
Am \

m−1⋃
k=1

Ak

)
=
∑
m∈N

νn

(
Am \

m−1⋃
k=1

Ak

)
= νn

( ⋃
m∈N

(
Am \

m−1⋃
k=1

Ak

))

= νn

( ⋃
m∈N

Am

)
.

Wir folgern, dass
⋃

m∈NAm ∈ En.
Sei V1

n die Menge aller abzählbarer Vereinigungen von Mengen in Sn. Da Sn ⊆ En
Schnittstabil ist, folgt, dass V1

n schnittstabil ist und V1
n ⊆ En. Wir setzen

S2n := {A \B : A,B ∈ V1
n}.

Bemerke, dass Sn ⊆ V1
n ⊆ S2n ⊆ En. Da V1

n stabil unter Vereinigungen und schnitt-
stabil ist, ist S2n schnittstabil. Jetzt widerholen wir dieses Prozess und bekommen
eine aufsteigende Folge (Smn )m∈N von schnittstabile Teilmengen von En. Die Verei-
nigung

An :=
⋃
m∈N
Smn

ist enthalten in En und stabil unter endliche Vereinigungen und das Bilden von
Differenzen. Es folgt, dass An eine Mengenalgebra ist. Bemerke, dass Mn von An

erzeugt wird. Nach dem Satz von Caratheodory (Satz 1.2.10) gilt µn = νn.
Jetzt folgt aus Hausaufgabe 2.1, dass µ = ν.


