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4. Ubungsblatt

Prisenzaufgabe 4.1 [Soergel Ubung 1.5.21] Sei (X, M, ) ein Mafraum und
X = ||,en Xn eine Zerlegung in abzéhlbar viele paarweise disjunkte mefibare Teil-
mengen. So gilt fiir jede meBibare Funktion f : X — [0, co] die Formel
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Priisenzaufgabe 4.2 [Soergel Ubung 1.5.22] Gegeben eine mebare nichtnegative
Funktion g auf einem Mafiraum (X, M, u) mit

fon<s
X

gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0 derart, daf} fiir alle A € M gilt

u(A)<6:>/g,u<e.
A

Hinweis: Es gibt sicher eine mefbare Stufenfunktion h : X — [0,00) mit h < g und

/gué/hu+e/2.

Prisenzaufgabe 4.3 Betrachten Sie die Abbildung f : R x (0,00) — R gegeben

durch ) )
. 2 —y
sign(x) - 0<y<|z]),

fla,y) =
0 (lzl < w).
Beweisen Sie, dass die Abbildungen

1
R>x+— f(z,y) und R9x0—>/ flz,y)dy
0

1 1
differenzierbar in z = 0 sind. Berechnen Sie 82/ f(z,y) dy und / 0. f(0,y) dy.
0 0

Prisenzaufgabe 4.4 Beweisen Sie das Lemma von Fatou: Sei (X, M, u) ein Maf-
raum. Fiir jede Folge (f)nen nichtnegativer, meBbarer Funktionen f,, : X — [0, 00]
ist die Funktion

f: X = [0,00], x+ hnrgloréffn(z)

mefBbar und gilt
/ fu <liminf [ fou.
X n—oo X



Prisenzaufgabe 4.5 [Soergel Ubung 1.6.16 (Integrale unter BildmaBen)] Sind
¢ : X — Y eine mefibare Abbildung von Mefiriumen, ;o ein Mafl auf X und f :
Y — R eine meBbare Abbildung, so ist f integrierbar in Bezug auf ¢, pu genau dann,
wenn ¢* f := f o ¢ integrierbar ist in Bezug auf p, und unter dieser Voraussetzung

/Y F(fupt) = /X & fu



Hausaufgabe 4.1 [Soergel Ubung 1.5.24] Man zeige: Gegeben ein MaBraum X
und eine Folge (fy)nen nichtnegativer mefibarer Funktionen f, : X — [0, 00] ist
auch ihre Summe ) fn, meBbar und es gilt

[Er-2

Hausaufgabe 4.2 Berechnen Sie das Integral

L3 1
dx
A In(z)

Betrachten Sie dazu die Abbildung

xt—1

log(z)

1
f:(0,00) = R, t»—)/
0
und berechnen Sie f' und f(0).

Hausaufgabe 4.3 Sei fj, : (0,00) — R fiir k£ € N gegeben durch

1

- (0<z<k?),
fulwy=4 F

0 (k?<u).

Zeigen Sie, dass fi(z) fiir kK — oo gleichmissig gegen 0 konvergiert, aber

lim /000 fr(z) dz = oo.

k—o0

Warum is dieses Ergebnis nicht im Widerspruch zu Satz 1.6.97

Hausaufgabe 4.4 [Soergel Ubung 1.6.17 (Satz von Beppo Levi)] Sei (f,)nen eine
monoton wachsende Folge integrierbarer Funktionen. Ist die Folge ihrer Integrale
beschrénkt, so ist die Menge N aller € X mit lim,,, fn(z) = co mefibar vom
Mafl Null und die Funktion

f=lim f,: X\N >R
n— oo

ist integrierbar mit Integral

[ =t [ 1.

Abgabe der Hausaufgaben: Freitag, 27.11.2020, 9 Uhr via Panda.



