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4. Ubungsblatt

Ausgewdhlte Lisungen

Hausaufgabe 4.2 Berechnen Sie das Integral
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/ v dx
o In(z)
Lésung: Die Abbildung z é;ﬁ ist fiir jede ¢t > —1 integrierbar auf (0, 1) und fiir
alle —1 <ty <t gilt
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Da fiir alle {9 > —1 die Abbildung z x' integrierbar ist auf (0,1), folgt aus
Ubung 1.6.15 (besprochen in die Vorlesung), dass die Abbildung

Lt —1
f:(-1,00) = R, t»—)/ ——dx
(=1,0) ) Tog(®)

differenzierbar ist mit Ableitung gegeben durch

Poat—1 ! 1
iy [ 9 _ tg
£ = o Otlog(z) dz /0 v dr t+1°

Weiter gilt
1
f(0) = / 0dz =0.
0

Es folgt

f(t):/of/(T)dT:/o l_il_Tdelog(l—l—t) (t>0).

Insbesondere gilt

L3 1
/0 () dzx = f(3) = log(4).

Hausaufgabe 4.4 [Soergel Ubung 1.6.17 (Satz von Beppo Levi)] Sei (f,)nen eine
monoton wachsende Folge integrierbarer Funktionen. Ist die Folge ihrer Integrale
beschrinkt, so ist die Menge N aller € X mit lim,,, fn(z) = co mefibar vom
Mafl Null und die Funktion

f=lim f, : X\ N>R
n—oo
ist integrierbar mit Integral
/ f= lim [ f,.
n—oo
Lésung: Sei ¢ : R — R U {oo} gegeben durch



Nach Satz 1.4.27 ist ¢. Es gilt

N=¢""({oo}) =07" <ﬂ (k700]> = () ¢ ((k, o))

keN keN

Da N eine abzdhlbare Schnitt me3barer Mengen und damit Mef3bar.
Fiir n € N sei g, = f, — f1 : X — R. Die Folge (g, )nen ist eine monoton wach-

sende Folge nicht-negativer integrierbarer Funktionen. Sei g : R — [0, 00] gegeben
durch

9(@) = lm gn(e) = 6(z) — filw)  (z € X).

Nach Satz 1.4.27 ist ¢ mefibar und nach Satz 1.5.12 gilt

lim [ gnp = / gtt-

Wenn die Folge ( / ¥ fn,u)n cny beschrénkt ist, dann ist auch die Folge ( / ¥ gnu)

beschrankt und gilt
/ gu = / gp < 00,
N b'e

Insbesondere ist g integrierbar und da g’N = 00, folgt u(N) = 0 und damit fN gu =

neN

0. Sei f = ¢|X\N' Dann ist f = (g—|—f1)’X\N eine Summe integrierbarer Funktionen
und ist damit integrierbar. Weiter gilt

/ Ju= ¢M=/ gu+/ Jip = lim gnu+/ Jfip = lim Inht-
X\N X\N X\N X\N n=oo JX\N X\N n=oo JX\N



