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4. Ubungsblatt

Ausgewdhlte Lisungen

Prisenzaufgabe 4.4 Beweisen Sie das Lemma von Fatou: Sei (X, M, ) ein Mafl-
raum. Fiir jede Folge (f,)nen nichtnegativer, meBbarer Funktionen f,, : X — [0, 0o]
ist die Funktion

f: X —=[0,00], x+ linrgioréffn(z)

mefBbar und gilt

/ fu< liminf/ St
X n—oo X
Lésung: Fiir n € N definieren wir die Abbildung

gn: X — [0,00], z—— ]iI>lf fi(2).
Nach Satz 1.4.27 sind sowohl die Abbildungen g,,, als den punktweise Limes
f =liminf f, = lim g,,
n—oo n—oo

meBbar. Da die Folge (g,)nen aufsteigend ist, gilt nach der Satz iiber monotone
Konvergenz (Satz 1.5.12)

/ fp=lim [ g,p.
X n—oo X

Wenn k > n, dann g, < fi. Es folgt

/XgnMS/ka.u (k >n)

< i .
/Xgnuf,ggg/kau

/fu: lim gnpt < lim inf/ fk.uzliminf/ ot
X n—oo [y n—ook>n [x n—oo [y

und damit

Wir folgern

Prisenzaufgabe 4.5 [Soergel Ubung 1.6.16 (Integrale unter Bildmafen)] Sind
¢ : X — Y eine mefibare Abbildung von Mefiriumen, p ein Mafl auf X und f :
Y — R eine meBbare Abbildung, so ist f integrierbar in Bezug auf ¢, pu genau dann,
wenn ¢* f := f o ¢ integrierbar ist in Bezug auf u, und unter dieser Voraussetzung

Lf(¢*u)=/)(¢*fu-

Liosung: Wenn A C'Y mefbar ist, dann gilt 14-1(4) = ¢*14 und damit

/1A(¢*u)=(¢>*u)(A)=u(¢’1(A)) =/ 1¢—1(A)u=/(¢*1A)u-
Y X X



Wegen Linearitét gilt

[ vt = [ @on

fiir alle mefibare Stufenfunktionen 1 auf Y.

Sei g : Y — [0,00] eine Mefibare Abbildung. Nach Lemma 1.5.15 gibt es eine
monotone Folge (¢, ),en meBbarer nicht-negativer Stufenfunktionen, die punktweise
gegen g konvergiert. Aus der Satz iiber monotone Konvergenz (Satz 1.5.12) folgt

[ 9@ =t [ vutoan) = i [ @ vnn= [ @ o

Wenn f : Y — R eine Mebare Abbildung ist, dann ist |f| meBbar und nicht-

negativ. Darum gilt
L1510 = [ @i [ 160

Es folgt, dass |f| genau dann integrierbar beziiglich ¢*p is, wenn |¢* f| integrierbar
beziiglich s ist. Seien fT, f~ : Y — [0,00) die Abbildungen, sodass f = f* — f~.
Dann sind f* und f~ meBbar und nicht-negativ und darum

/Y F(furt) = /Y (ort) - /Y (o) = /Y (6" F ) — /Y (6" F ) = /Y (6" i



