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Prisenzaufgabe 5.1 Es sei [a,b] C R und f : [a,b] — R. Die Funktion f heifit
absolut stetig, falls es fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, sodass

S 1 fuw) = flaw)| <e

k=1

fiir jedes n € N und paarweise disjunkte Intervalle (x1,y1),. .., (Zn,yn) C [a,b] mit
D e (Y — ax) <.

(a) Beweisen Sie, dass

0,1] > R, M{gysin(i), Ezigg

stetig ist. Ist diese Abbildung absolut stetig?
(b) Beweisen Sie, dass Lipschitz-stetige Funktionen auf [a, b] absolut stetig sind.

(c) Sei f : [a,b] — R eine absolut stetige Funktion. Beweisen Sie, dass f Nullmengen
auf Nullmengen abbildet.

(d) Sei ¢ : [a,b] — R eine integrierbare Funktion. Beweisen Sie, dass

fila,b) = R, x»—>/z¢(y)dy

absolut stetig ist.

Ausblick: Sei f : [a,b] — R eine Abbildung. Mit Hilfe des Radon-Nikodym-Satzes !
kann man zeigen, dass die folgende drei Aussagen dquivalent sind.?

(i) f ist absolut stetig.

(i) f is fast iberall differenzierbar. Fir x € [a,b] wo f differenzierbar ist, sei f'(x)
die Ableitung von f an dieser Stelle. Setzte f'(x) = 0 fir x € [a,b], wenn
f micht differenzierbar ist in x. Dann ist ' : [a,b] — R eine integrierbare
Funktion und

f@) - @) = [ Pwdy (e b))

Priésenzaufgabe 5.2 Betrachten Sie die Abbildung

2 z® —y°
fRT\{0} = R, (%y)Hm~
Berechnen Sie fol fol f(z,y) dz dy und fol fol f(z,y) dydx. Ist das Ergebnis im Wi-
derspruch zu dem Satz von Fubini?

Priasenzaufgabe 5.3 Man zeige, dal das Produkt von zwei kompakten Riumen
stets wieder kompakt ist.

1Rudin, Complex and Real Analysis, Theorem 6.10
2Rudin, Complex and Real Analysis, Theorem 7.18 und Theorem 7.20



Hausaufgabe 5.1 (Soergel, Ubung 1.7.28) Zeigen Sie: Die Menge {x € R : 0 <
1 <--- <z, <1} hat das Volumen (n!)~!.

Hausaufgabe 5.2 Sei f : R?2 — R die Abbildung gegeben durch
f(x) = 2120 + 23 — 2329 (z € R?)

und sei A = {z € R? : 0 < 21 < x5 < 1}. Berechnen Sie

/A f(x)dx.

Hausaufgabe 5.3 Sei
I:(0,0) =R, =z .—>/ e dt
0
(a) Zeigen Sie die Identitét

I(z) = \/5/000 e =) gy (z € (0,00)).

(b) Schreiben Sie I(x) als ein Summe von einem Integral tiber (0,1) und einem
Integral iiber (1,00). Beniitzen Sie die Transformationsformel und ersetzen Sie
t durch ¢t~! in das erste Integral. Zeigen Sie damit

I(z) = \/5/ A+t EH g (2 € (0,00)).
1
(c) Setzen Sie u =t —t~! und zeigen Sie mit Hilfe der Transformationsformel
I(z) = \/5/ e w42 gy (z € (0,00)).
0

(d) Beweisen Sie, dass

o0

2 2 2 2 2
(/ e ” dx) z/ e " YV d(x,y) = 277/ re”" dr =m.
R R2 0

Folgern Sie
I(z) = =/me™?® (z € (0,00)).

(e) Beweisen Sie die Identitét

2
1 [Pet~T

T Vil VA

Die Euler Gamma Funktion ist gegeben durch

—x

e

dt  (z€(0,00)). (1)

I':(0,00) >R, A / 2 e ™ d.
0
(f) Multiplizieren Sie beide Seiten von (1) mit 2*~! und zeigen Sie

_ 1 Oofolﬁ . 5
F(A)_ﬁ/o /0 NG dtd (A € (0,00))

(g) Verwenden Sie den Satz von Fubini und beweisen Sie die Legendresche Ver-
dopplungsformel

T()) = FF(%)r(%) (X € (0,00)).

Abgabe der Hausaufgaben: Freitag, 4.12.2020, 9 Uhr via Panda.



