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9. Übungsblatt

Präsenzaufgabe 9.1 Gegeben sei ein orientierter n-dimensionaler reeller Vektor-
raum V mit einer nichtausgearteten symmetrischen Bilinearform t. Für eine orien-
tierte Basis v1, . . . , vn mit

|t(vi, vj)| =
{

0 (i 6= j)
1, (i = j),

sei
ω = ωt := v1 ∧ · · · ∧ vn

(a) Zeigen Sie, dass ω unabhängig von der Wahl der orientierten t-orthogonalen
Basis v1, . . . , vn ist.

Man erklärt für jedes 0 ≤ p ≤ n den Hodge-∗-Operator

∗ = ∗t :
∧p

V →
∧n−p

V

durch die Formel
α ∧ ∗β = t(α, β)ω

(
α, β ∈

∧p
V
)
.

Hier ist t rechts zu verstehen als die Erweiterung der Bilinearform t auf p-Formen
durch

t
(
w1 ∧ · · · ∧ wp, w′1 ∧ · · · ∧ w′p

)
:= det


t(w1, w

′
1) t(w1, w

′
2) . . . t(w1, w

′
p)

t(w2, w
′
1) t(w2, w

′
2) . . . t(w2, w

′
p)

...
...

. . .
...

t(wp, w
′
1) t(wp, w

′
2) . . . t(wp, w

′
p)

 ,

für alle w1, . . . , wp, w
′
1, . . . w

′
p ∈ V .

(b) Beweisen Sie, dass der Hodge-∗-Operator ein linearer Isomorphismus
∧p
V →∧n−p

V ist.

(c) Zeigen Sie unter Annahme, dass t ein Skalarprodukt auf V ist, dass der Hodge-
∗-Operator die lineare Abbildung ∗ :

∧p
V →

∧n−p
V ist, die bestimmt wird

durch

∗
(
vσ(1) ∧ · · · ∧ vσ(p)

)
= sign(σ)vσ(p+1) ∧ · · · ∧ vσ(n) (σ ∈ Sn).

Zeigen Sie weiter, dass ∗(∗α) = (−1)p(n−p)α für alle α ∈
∧p
V .

Betrachten Sie eine offene Teilmenge U von Rn. Für jede p ∈ U versehen wir Tp(U)∗

mit dem standard Euklidischen Skalarprodukt. Wir definieren d∗ := ∗ ◦ d ◦ ∗ und
den Hodge-Laplace-Operator

∆ := d ◦ d∗ + d∗ ◦ d

(d) Zeigen Sie, dass ∆ p-Formen auf p-Formen schickt. Sei f : U → R eine C2-
Funktion. Beweisen Sie die Identität

∆f =

n∑
i=1

∂2i f.



Präsenzaufgabe 9.2 [Forster, 19.3] Es sei Φ : R3 → R3 definiert durch r
θ
φ

 7→
 x

y
z

 =

 r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

 .

In einer offenen Menge U ⊆ R3 seien Differentialformen

ω = f1 dx+ f2 dy + f3 dz

gegeben. Sei V = Φ−1(U) und

Φ∗ω = g1 dr + g2 dθ + g3 dφ.

Man berechne die Funktionen gj : V → R.



Hausaufgabe 9.1 [Soergel, Ergänzende Übung 6.9.20 (Die Maxwell’schen Glei-
chungen)] Wir bezeichnen die Koordinaten des R4 mit x, y, z, t und betrachten auf
dem R4 oder allgemeiner einer halboffenen Teilmenge desselben eine glatte 2-Form

F = E1 dx ∧ dt+ E2 dy ∧ dt+ E3 dz ∧ dt+B1 dy ∧ dz +B2 dz ∧ dx+B3 dx ∧ dy

Beweisen Sie, dass die Gleichung dF = 0 äquivalent zu den beiden Gleichungen

divB = 0 und rotE = −∂B
∂t

ist. Hier ist rotE der Rotation von E

rotE =

 ∂E3

∂y −
∂E2

∂z
∂E1

∂z −
∂E3

∂x
∂E2

∂x −
∂E1

∂y


und divB der Divergenz von B

div(B) =
∂B1

∂x
+
∂B2

∂y
+
∂B3

∂z
.

Leser mit physikalischer Vorbildung erkennen die beiden ersten Maxwell’schen Glei-
chungen im Vakuum. Betrachten wir zusätzlich die sogenannte Lorentzmetrik

l := dx⊗ dx+ dy ⊗ dy + dz ⊗ dz − c2dt⊗ dt

mit einer reellen Konstante c > 0. Beweisen Sie, dass die Gleichung d(∗lF ) = 0
äquivalent zu den beiden anderen Maxwell’schen Gleichungen im Vakuum

divE = 0 und rotB =
1

c2
∂E

∂t

ist.

Hausaufgabe 9.2 [Forster, 19.3] Es sei Φ : R3 → R3 definiert durch r
θ
φ

 7→
 x

y
z

 =

 r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

 .

In einer offenen Menge U ⊆ R3 seien Differentialformen

ω = F1 dy ∧ dz + F2 dz ∧ dx+ F3 dx ∧ dy

gegeben. Sei V = Φ−1(U) und

Φ∗ω = G1 dθ ∧ dφ+G2 dφ ∧ dr +G3 dr ∧ dθ.

Man berechne die Funktionen Gj : V → R.

Abgabe der Hausaufgaben: Freitag, 15.1.2021, 9 Uhr via Panda.


