Universitiat Paderborn Wintersemester 2020 - 2021
INSTITUT FUR MATHEMATIK
Prof. Dr. Bernhard Krétz, Dr. Job Kuit

Analysis 3

9. Ubungsblatt

Priasenzaufgabe 9.1 Gegeben sei ein orientierter n-dimensionaler reeller Vektor-
raum V mit einer nichtausgearteten symmetrischen Bilinearform ¢. Fiir eine orien-
tierte Basis vy, ..., v, mit

ool ={ 0 G20

sei
w=wp =V N - ANvp

(a) Zeigen Sie, dass w unabhingig von der Wahl der orientierten t-orthogonalen
Basis vy, ..., v, ist.

Man erkléart fiir jedes 0 < p < n den Hodge-*-Operator
* = kg /\pV — /\nipV

aA*f=t(a, Bw (o, B € /\pV).

Hier ist ¢ rechts zu verstehen als die Erweiterung der Bilinearform ¢ auf p-Formen
durch

durch die Formel

twy,wy)  tHwr,wy) ... tHwy,wy)

) ) t(wa,wy) t(we,wy) ... tlwa,wy)
t(wl/\---/\wp,wl/\---/\wp):=det : : . : )

Hwpw) Hwpwh) .. twpw))

o / /
fir alle wy, ..., wp,wi,...w, € V.

(b) Beweisen Sie, dass der Hodge-*-Operator ein linearer Isomorphismus A’V —
NPV st

(¢c) Zeigen Sie unter Annahme, dass t ein Skalarprodukt auf V ist, dass der Hodge-
x-Operator die lineare Abbildung * : A"V — A""PV ist, die bestimmt wird
durch

*(1}0(1) JANRERIWA ’Ug(p)) = sign(o)vo(p+1) VANRIERIVAN Vo (n) (O' € Sn)
Zeigen Sie weiter, dass *(xa) = (—1)P(*~Pq fiir alle a € APV

Betrachten Sie eine offene Teilmenge U von R”. Fiir jede p € U versehen wir T,(U)*
mit dem standard Euklidischen Skalarprodukt. Wir definieren d* := % o d o * und
den Hodge-Laplace-Operator

A:=dod" +d*od

(d) Zeigen Sie, dass A p-Formen auf p-Formen schickt. Sei f : U — R eine C?-
Funktion. Beweisen Sie die Identitét

Af:iaff.
i=1



Préisenzaufgabe 9.2 [Forster, 19.3] Es sei ® : R?* — R? definiert durch

r T 7 sin 6 cos ¢
0 |~ v |= rsin @ sin ¢
1) z 7 cos 6

In einer offenen Menge U C R3 seien Differentialformen
w= fidex+ fody+ fsdz
gegeben. Sei V = &~1(U) und
O*w = g1 dr + g2 df + g3 do.

Man berechne die Funktionen g; : V — R.



Hausaufgabe 9.1 [Soergel, Erginzende Ubung 6.9.20 (Die Maxwell’schen Glei-
chungen)] Wir bezeichnen die Koordinaten des R* mit x,%, z,* und betrachten auf
dem R* oder allgemeiner einer halboffenen Teilmenge desselben eine glatte 2-Form

F=FideANdt+ EydyANdt+ Esdz Ndt + B1dy ANdz + Badz Ndx + Bsdx A dy

Beweisen Sie, dass die Gleichung dF = 0 dquivalent zu den beiden Gleichungen

divB=0 und rotFE = —8—3
ot

ist. Hier ist rot £ der Rotation von E

8E3 o 8E2
68 88EZ
rot I/ = L — ==
35, _ IE,
ox oy

und div B der Divergenz von B

0B, 0By 0B
L 9b2 053

div(B) = o oy 5

Leser mit physikalischer Vorbildung erkennen die beiden ersten Maxwell’schen Glei-
chungen im Vakuum. Betrachten wir zusétzlich die sogenannte Lorentzmetrik

li=de@de+dy@dy+dz®dz — dt @ dt

mit einer reellen Konstante ¢ > 0. Beweisen Sie, dass die Gleichung d(xF) = 0
dquivalent zu den beiden anderen Maxwell’schen Gleichungen im Vakuum

divE=0 und rotB= la—E
c? Ot
ist.

Hausaufgabe 9.2 [Forster, 19.3] Es sei ® : R?* — R? definiert durch

r T 7 sin 0 cos ¢
0 |—| vy | =| rsinfsing
10) z 7 cos 6

In einer offenen Menge U C R? seien Differentialformen
w=FdyNdz+ Fydz Ndx + Fsdz N\ dy
gegeben. Sei V = &~ 1(U) und
Q*'w=G1dONdp+ Godd Adr + Gsdr Adb.

Man berechne die Funktionen G; : V — R.

Abgabe der Hausaufgaben: Freitag, 15.1.2021, 9 Uhr via Panda.



