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9. Ubungsblatt

Ausgewdhlte Lisungen

Hausaufgabe 9.1 [Soergel, Erginzende Ubung 6.9.20 (Die Maxwell’schen Glei-
chungen)] Wir bezeichnen die Koordinaten des R* mit ,%, z,* und betrachten auf
dem R* oder allgemeiner einer halboffenen Teilmenge desselben eine glatte 2-Form

F=Fi deANdt+ ExdyNdt+ Esdz ANdt + B1dy ANdz+ By dz A dx + Bsdx A dy

Beweisen Sie, dass die Gleichung dF = 0 dquivalent zu den beiden Gleichungen

divB=0 und rotE = —aa—f

ist. Hier ist rot E der Rotation von F
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und div B der Divergenz von B
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div(B) =

Leser mit physikalischer Vorbildung erkennen die beiden ersten Maxwell’schen Glei-
chungen im Vakuum. Betrachten wir zusétzlich die sogenannte Lorentzmetrik

li=de®@dr+dy®dy+dz®dz — Pdt @ dt

mit einer reellen Konstante ¢ > 0. Beweisen Sie, dass die Gleichung d(+F) = 0
dquivalent zu den beiden anderen Maxwell’schen Gleichungen im Vakuum

divE =0 und rotB:%a—E
c? ot

ist.

Lésung: Es gilt

dF = OBy dy Ndx Ndt + 03FE1 dz A dx A dt
+81E2dz/\dy/\dt+83E2dz/\dy/\dt
+ O Esdr ANdz ANdt+ Do Esdy A dz Adt
+ O Bidx ANdy Ndz+ 0,B1dt ANdy N dz
+ OoBody ANdz Adx 4+ 04Bo dt Adz N\ dx
+83B3dz/\dx/\dy+84B3dt/\dx/\dy

— divBdz Ady A dz + (82E3 — 93 + 8431) dy A dz A dt

n ( — 04E) + 0,E5 — 3432) da Adz Adt+ (81E2 — OyEy + 8433) dz A dy A dt



Es folgt, dass dF = 0 die Gleichungen divB = 0 und rotFE + %—If = 0 impliziert.
In eineim punkt p ist die symmetrische Bilinearform [ gegeben durch

L,(X,Y)=X1Y1 + XoYs + X3Y3 — & X,Y,  (X,Y €RY).
Sei I, die symmetrische Bilinearform auf dem Dualraum (R*)*. Dann gilt
ly(dzy, dz,) = ly(er,e1) = 1
Zp(dypvdyp) =lp(ez,€2) =1
lp(dzp, dzp) = lp(es,e3) =1
~ 1 1
l(cdty, cdt,) = lp(ge4, E€4) =-1
Wir wahlen w = dx A dy A dz A cdt. Es gilt
I(dz A dy, dz A dy) = [(dx A dz,dz A dz) = [(dy A dz,dy A dz) = det < é ? ) =1
und
I(dzAcdt, deAcdt) = I(dyAcdt, dyhcdt) = [(dzAcdt, dzAcdt) = det ( 01 > =1
Es ist jetzt einfach zu sehen, dass

* (de A dy) = dz A cdt,
* (do N dz) = —dy A cdt,
* (dy Ndz) = dz A cdt,
% (doz A cdt) = —dy A dz,
* (dy A edt) =dx Ndz,
x (dz A cdt) = —dx A dy.

Es folgt

1 1 1

xF' = ——F1 dyANdz+—Fo deAdz— — E3 deAdy+ By deAcdt+ Bs dyAcdt+ Bs dzAcdt
c c c

und damit

d(+F) = _% (01Bx du ndy A dz+ 0.y de 1 dy £ d2)
n %(azEQ dy A dx A dz + 04y dt A dz /\dz)
- %(agEg dz Ndz A dy + 04 B3 dt A da /\dy)
+ c(82B1 dy A dz A dt + 03By dz A da A dt)
+c(alB2 da A dy A dt + 93 Bs dz/\dy/\dt)
+ c<81B3 dr Ndz Ndt + 0, Bs dy A dz A dt)

= —%divE dz ANdy N dz

+ (cang — 03Bs — %34131) dy A dz A dt
+ (05'133 — 3By + %84E2) dz A dz A dt

1
+ <08132 — By — E34E3,) da A dy A dt



Es folgt, dass d(*F) = 0 die Gleichungen divE = 0 und rotB = 58, F impliziert.



