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Ubungen zur Analysis fiir Informatik

Aufgabe 1.[10 Punkte|] Der Betrag einer rationalen Zahl x € Q ist definiert als die
nicht-negative Zahl

2] x, fallsz >0,
x| =
—z, falls z < 0.

Zeigen Sie, dass fiir alle x,y € Q die folgenden Ungleichungen gelten:
(1) |z +yl < o]+ [yl;
(i) ||z = lyl| < |z —yl.

(Hinweis: Die erste Ungleichung wird ,,Dreiecksungleichung und die zweite ,,umgekehrte
Dreiecksungleichung® genannt.)

Gilt auch ||z| — |y|| < |z +y|?

Lésung. Wir zeigen zunéchst (i). Seien z,y € Q beliebig. Aus Prisenzaufgabe 1 wissen
wir, dass |z| = max{z, —z} fir alle z € Q. Insbesondere gilt |z| = |-z, z < |z| und
—z < |z| fir alle z € Q. Nach Présenzaufgabe 2(v) gilt

r+y < |z|+ |yl
und
—(z+y)=(—2)+ (~y) < |z[+ [yl

Daraus folgt |z + y| = max{z +y, —(z + y)} < |z]| + |y|.
Teil (ii) ergibt sich aus (i) wie folgt: Fiir z,y € Q rechnen wir

(i)
2| = |z —y+y| < |z —yl+ |y (1)

Subtrahieren von |y| auf beiden Seiten liefert || — |y| < |z —y| + |y| — |y| = |z — y|.
Vertauschen der Rollen von x und y liefert |y| — || < |y — x| und somit

—(lzl =1lyh) = lyl = |zl < ly — 2| = [=(y = 2)| = |z —y].

Zusammen ergibt sich ||z| — |y|| = max{|z| — |y|, —(|z| — |y)} < |z —y|.
Wegen |y| = |—y| gilt schlieBlich

(i)
2] = lyl| = [|z] = |-yl| < |z = (—y)| = |z +yl.



Aufgabe 2.[10 Punkte| Es sei K ein angeordneter Korper und x,y € K mit 1 +xz > 0
und 1+ y > 0. Zeigen Sie, dass
1— 1-—

* > y.
142 14y
Lésung. Nach Préasenzaufgabe 2(ii) gilt (14 2)(1+y) > 0 und nach Prasenzaufgabe 2(iv)
gilt % > 0 (denn wegen 1 > 0 gilt 2=1+1> 1+ 0 = 1). Wir erhalten die folgenden
Aquivalenzen:

T <y >

l—2 1—-yprazil—u 1—y
(1 1 > — (1 1
1tz 1ty 1o LFo+y) > -G al+y)

= (1-2)1+y)>1-y)(l+2)
— l—-ars4+y—ay>1—-y+x—yzx

—r+Yy>-y+z

—r+yt+r+y>-—yt+trt+art+y
2y > 2x

i) 1 1

= y > 1.

R

Die mit () gekennzeichneten Aquivalenzen sind von der Form a > b <= a+c¢>b+c,
was unmittelbar aus der Definition von ,,<* folgt.

Aufgabe 3.[10 Punkte| Zeigen Sie, dass fiir alle z € Q mit x > 0 und alle n € N mit
n > 2 die Ungleichung
2

(1+2)" > (Z)xQ > %xz
gilt. (Hinweis: Benutzen Sie den binomischen Lehrsatz und die Annahmen = > 0 fiir die

erste Ungleichung und die Annahme n > 2 fiir die zweite Ungleichung.)

Losung. Aus dem binomischen Lehrsatz ergibt sich

(1+2)" = io <TZ)$ = (Z):ﬂ + g} (?)x
i72

Aus z > 0 und (7) > 0 folgt (7)a’ > 0 fiir alle ¢ = 0,...,n mit Présenzaufgabe 2(ii). Aus
Prasenzaufgabe 2(v) ergibt sich nun Z%O (")2" > 0 und folglich
i#2

oo ()3 (e (2)

i#2
Fiir die Ungleichung (72‘)1:2 > ”szQ bemerken wir zunéchst, dass n > 2 gilt. Nun gelten
die Implikationen

n>2 = n?>2: (PA 2(ii))
= 2n* —2n=n?+ (n* —2n) > 2n + (n® — 2n) = n? (PA 2(v))

2 1 1
:”2":1-(2712—271)21%2 (PA 2(i1))

Dies zeigt (1) = "l = 28on > 2% ypd somit, wegen 2% > 0, auch (2)z? > 22,




Aufgabe 4.[10 Punkte]

(a) Bestimmen Sie fiir die folgenden Werte von b natiirliche Zahlen N € Ny und
oy .- ey €40,...,0— 1} derart, dass

789 = co+ b+ -+ -+ enb.
(i) b=2;
(i) b=5;
(iii) b=09.
(b) Es sei b € N mit b > 1. Zeigen Sie, dass fiir alle x € Ny natiirliche Zahlen N € N
und cg,...,cy €{0,1,...,b— 1} existieren, sodass gilt
T =co+ b+ -+ cnbV.
(Hinweis: Fiir die Eindeutigkeit konnen Sie entweder die Eindeutigkeit der Division
mit Rest oder Priasenzaufgabe 4 verwenden.)
Lésung.
(a) Fiir b = 2 rechnen wir
7890 =394-2+1
394=197-2+0

197 =98 -2+1
98=49-24+0
49=24-2+0
24=12-240
12=6-2+0
6=3-240
3=1-2+4+1
1=0-2+1.

Also gilt N =9 und
789 =14+0-241-2240-224+1-2240-2240-2040-2"+1-28+1.2°
Fir b = 5 rechnen wir

789 =157-5+4

157 =31-5+2
3l=6-5+1
6=1-5+1
1=0-5+1.

Also gilt N =4 und
789 =4+2-5+1-52+1-5>+1.5%



Fiir b = 9 rechnen wir

789 =87-9+4+6
87=9-9+6
9=1-9+40
1=0-9+1.

Also gilt N = 3 und
789 =6+6-94+0-924+1-9%

Wir zeigen zunéchst die Fxistenz durch Induktion nach x. Falls x < b, so gilt N =0
und x = ¢g. Es sei nun x > b beliebig. Wir teilen  mit Rest durch b und erhalten
€ Nund ¢g € {0,1,...,b— 1} mit x = 2’ - b+ ¢o. Nun gilt

< b<a-b4cy=ux.

Nach Induktionsvoraussetzung existieren ¢i,...,cy € {0,1,...,b — 1} derart, dass
' =cy +cob+ -+ eybV L Insgesamt ergibt sich

r=co+ab=co+ (c1+eb+ - +eybV )b
:CO+C1b—|—CQb2+"'+CNbN.

Nun zur Findeutigkeit: Es sei x € Ny minimal derart, dass co,...,cn, ), ...,y €

{0,1,...,b— 1} existieren mit
T=co+cbt-- ey =c)+ b+ + M.

Fiir einen Widerspruch nehmen wir an, es existiert ein ¢ < min{/N, M} minimal mit
¢; # ¢;. Dann besitzt @ — (co + - - + ¢;_1b'1) die beiden Darstellungen

Y= cibi—|—~~~+chN:cébi+--~+c§wa
Aus der Minimalitdt von z folgt y = x. Aus der Eindeutigkeit der Division mit Rest

erhalten wir ¢; = ¢, im Widerspruch zu ¢; # ¢,. Also gilt ¢; = ¢ fiir alle 7, und
insbesondere N = M. Dies zeigt die Eindeutigkeit der Darstellung von .

Alternativ zeigt man die Eindeutigkeit wie folgt: Angenommen, es existiert ein z €
Ny derart, dass zwei verschiedene Darstellungen

r=cytcrbt- ey =c) b4+ Y

existieren mit ¢y # . Subtrahieren beider Darstellungen liefert 0 = Zij\LO(Ci -

KA
und somit
N—1

(dy —en)bN =Y (e = b,
i=0
wobei 1 < |y — en|. Mit den Prisenzaufgaben 1, 2 und 4 ergibt sich nun die
Abschétzung

N—-1
B < e — enlb = [(chy — x| = | 3 (6 =
=0
N—-1 N—-1
<D e == e —df -0 <V -1
=0 =0

Dies liefert den Widerspruch ¥ < b — 1. Also war die Annahme falsch und die
Darstellung wie oben ist eindeutig.
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