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Ubungen zur Analysis fiir Informatik

Aufgabe 5.[10 Punkte] Bestimmen Sie, falls existent, das Supremum, Infimum, Maximum
und Minimum (in R) der folgenden Teilmengen von R:

(i) My={(-1)";|neN}
(i) My = {z € R|2? < 2);
(i) M = {o € Q|a® < 2);
(iv) My = {3t |neN};

(v) M5 = {m% ‘ m,n € N}.
(Hinweis: Es darf benutzt werden, dass zwischen zwei unterschiedlichen reellen Zahlen
immer eine rationale Zahl liegt.)

Lésung.
(i) (2 Punkte) Es gilt sup M; = max M; = 1 und inf M; = min M; = —1.

(ii) (2 Punkte) Es gilt My = [—v/2,v/2], also sup My = max M, = /2 und inf M, =
min My = —+/2.

(iii) (2 Punkte) Es gilt My = [—\/5, \/5] N Q, also sup My = /2 und inf M, = —v/2.
Wegen +/2 ¢ Q existieren weder das Maximum noch das Minimum.

(iv) (2 Punkte) Nach Prisenzaufgabe 3 gilt n? < 2", fiir alle n € N mit n # 3. Daraus
folgt 0 < 5% <. L fiir alle n # 3. Daraus folgt 0 < inf M, < inf {% ‘ n e N} =0, also
inf M, = 0 Wegen 0 ¢ M, existiert das Minimum nicht.

Es gilt sup My = max M, = %, denn 2% < % und 47 < % < % fiir alle n > 4.

(v) (2 Punkte) Wegen m? € Ms, fiir allem € N, gilt sup M; = oo gsprlch das Supremum
existiert nicht in R); das Maximum existiert nicht. Wegen “~ > 0 und =~ € Ms; fir
alle m,n € N, gilt

0 <infMs <inf{i|neN} =0,
also inf My = 0. Wegen 0 ¢ M; existiert das Minimum nicht.

Aufgabe 6.[10 Punkte] Es seien a,b € R mit 0 < a < b, und sei k € N mit k£ > 1. Zeigen

Sie, dass 0 < v/b — {/a < Vb —a.



Lisung. Es seien 0 < a < b und k > 1. Wir zeigen zunichst /a < ¥/b. Wire /a > /b,
so auch a = ({/a)* > (v/b)* = b im Widerspruch zu a < b. Also gilt ¥/a < v/b.

Angenommen, es wire Vb — /a > /b — a. Dann gilt v/b > ¥/b — a + ¢/a, und nach dem
binomischen Lehrsatz folgt
k

b= (W= (Wo=a+ vt =3 (B) (0w
> (Vb —a)k + (Va)k + kVb — a(Va)k!

>b—a+a=0b,
aber das ist ein Widerspruch.

Ein alternativer Beweis fiir v/b — /a < /b — a durch Induktion nach k ist wie folgt: Wir
setzen © = /a und y = Vb, sodass also 0 < z < y, ¥ = a und y* = b. Es geniigt zu
zeigen, dass

(y — o) <y* —af, (1)
fiir alle £ > 1, und dass diese Ungleichung strikt ist fiir £ > 1. (Durch Anwenden von /-
erhalten wir daraus dann die Aussage.)
Der Induktionsanfang fiir £ = 1 ist klar. Fiir den Induktionsschritt geniigt es nun zu
zeigen, dass
(y—2) <y* -2t = (y—a)

Es gelte nun (1)) fiir ein k£ > 1. Aus 0 < z < y folgt 2**! < 2%y und 2**! < z¢* und somit

k+1 k+1
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auch —z¥y < —2**! und —ay* < —2F*1. Damit rechnen wir
(y—a) = (y—2) (y—2)
v
<(y—a)- (¥ —ah)
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Also gilt auch der Induktionsschritt, und ist bewiesen.

Aufgabe 7.[10 Punkte] Zeigen Sie die folgenden Identitédten in R:
48
(i) < \/\/§> =8;
(i) oS, (52 =9
3 1 yame\ -1\ % _ 1:
i) f (e + (30 7) =1
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(iv) <Z]’:o(7§> ) = 7 fir alle n € Ny. (Hinweis: Fir jedes z € R mit
. . . 2 n . zntl_q
x # 1 gilt die geometrische Summe: } 727 = )

r—1




Lésung.
(i) (2 Punkte) Es gilt ( \/ﬁ> = (V2)316 = ((¥/2)1)" = 23 = 8.

(ii) (2 Punkte) Zunéchst gilt nach der binomischen Formel: Z;io (1].8) 21 = (2+ 1) =
: , 18
329 = (32)? = 9 und somit ¢ ZJ 2o ()2 = V90 = 9.
(iii) (2 Punkte) Wir rechnen
3 1 216\ 1 2 _3//1
(i 2 =36+

(iv) (4 Punkte) Wir zeigen zunéchst, dass )7, r = “n::_ll’ L fiir jedes * € R mit = # 1
gilt. Dazu rechnen wir

(x—l)-zn:xj:Zx”l Za:j—x”“—l—Zx]H Zx]—l—x —1.
=0

7=0
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Teilen wir auf beiden Seiten durch x — 1 (was wegen x # 1 moglich ist) so erhalten
wir die Behauptung.

Wir wenden nun die geometrische Summe mit z = % an und erhalten

n 2 (%)n—&—l_l 2 ((%)n+1_1)2
) - () -
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Aufgabe 8.[10 Punkte] Zeigen Sie die Ungleichung vom arithmetischen und geometri-
schen Mittel: Fiir alle n € N und alle zy, ..., 2, € Ry gilt:

(Hinweis: Benutzen Sie vollstdndige Induktion. Fiir den Induktionsschritt kann man ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass x, ;1 > x; fiir alle ¢ = 1,...,n gilt und
dass alle z; ungleich Null sind. Zeige mithilfe der Bernoullischen Ungleichung, dass

n+1
Z?:Jrll T o Tny1 — La s Tn+41
T =14+ ——= > —,
(n+ 1)z, (n+1)x, Ta

wobel x, = %Z?:l x; das arithmetische Mittel ist. Folgern Sie daraus den Induktions-
schritt.)



Lésung. Wir beweisen die Aussage durch vollstdndige Induktion nach n. Fiir n = 1 ist

nichts zu zeigen. Es sei also n > 1 so, dass fiir alle z4,...,2, € R>o die Ungleichung
G iy )" = [T i gl

Fiir den Induktionsschritt seien zi,...,2,41 € Ry beliebig. Falls x; = 0 fiir ein ¢,
so gilt offensichtlich (& S ) > 0 = [ 2i. Durch eventuelle Umnummerierung
konnen wir annehmen, dass z,.1 > x; > 0, fir alle 2 = 1, ..., n gilt. Wir bezeichnen mit

Ty = % Z?Zl z; das arithmetische Mittel der ersten n Zahlen. Mithilfe der Bernoullischen
Ungleichung rechnen wir

n+1
Z:’L:Jrll L _ Nnkq + Tn+t1 e - 1 Tpt1 — Tg i
_— = _ — _|_ [ —
(n+ 1)z, (n+ 1)z, (n+ 1)z,

Tn41 — Tg o Tn41

21+(n+1)-(n+1>x =

Multiplizieren von z"*! auf beiden Seiten und Anwenden der Induktionsvoraussetzung
x> [[i-, z; liefert

n n+1
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