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Ubungen zur Analysis fiir Informatik

Aufgabe 9.[10 Punkte] Stellen Sie die folgenden komplexen Zahlen in ihrer Normalform
a + bi mit a,b € R dar:

(i) 2-1)E2+1);
(it) ((5—21)+(1—3i) - (V2 - /3i);

(iii) =Lv3E

. 2i
(iv) (=5 )%
Lésung.

(i) (1 Punkt) Es gilt (2—1i)(2+1i)=4+1=05.
(ii) (3 Punkte) Es gilt

((5—21) (1—51)) (V2 —V3i) = (6——1) (V2 — V3i)
:6f—§\/_—(6\/§+§\/§)i.

(iii) (3 Punkte) Es gilt
—4+V3i (=4 +/3Bi)- (7T —1)

T+i (T+1)-(7T-1)
_ oW VBH(TVB i VB8 TVB44
B 50 50 50

(iv) (3 Punkte) Es gilt

21 2 4i?
<—2+5i> T 4+ 25i2 42 (—2)-5i
4 4-(21-209)
C 214201 (21 4+ 20i)(21 — 20i)
_4-(21-20§) _ 84 80,

441 + 400 841 841

Aufgabe 10.[10 Punkte| Skizzieren Sie die folgenden Teilmengen der komplexen Zahlen:
(i) {zeC|lz=a(l —1i) fir ein « € R mit a > 1};
(i) Z+1iZ = {n+mi|n,m € Z};
(iii) {z € C|—Im(2)? —4Im(z) — 5 = Re(2)};
) {zeCl|2P < 4}
)

(iv

) U, en {z c c‘ 2 — 20| < Wlﬂ}.



Lésung.

(i) (2 Punkte)

—3id

—4i 4

(ii) (2 Punkte)

L] L] L] L] 4i L] L] L] L]
L] L] L] L] Si L] L] L] L]
L] L] L] L] 2i L] L] L] L]
L] L] L] L] 1 L] L] L] L]
4 -3 -2 -1 12 3 4
L] L] L] L] —1 L] L] L] L]
L] L] L] ._2i L] L] L] L]
L] L] L] .—3i L] L] L] L]
L] L] L] .—4i L] L] L] L]
(iii) (2 Punkte)
—i




(iv) (2 Punkte)

(v) (2 Punkte)

4@ @@

Aufgabe 11.[10 Punkte]

(i) Bestimmen Sie fiir die folgenden z € C reelle Zahlen a,b € R mit (a + bi)? = z:
(a) z = ¢ € R beliebig; (b) z =1; (¢) z=5—12i.

(ii) Es sei z € C beliebig. Zeigen Sie, dass ein w € C existiert mit w? = z.

(Hinweis: Man schreibe 2z = a + bi und mache den Ansatz a + bi = (z + yi)%. Man
zeige, dass dann a = 22 — y? und b = 27y gelten muss. Daraus folgere man, dass
xt — ax? — % = 0 gilt; dies ist eine quadratische Gleichung in z2. Nun bestimme

man z (in Termen von @ und b) und danach y mit (z + yi)? = a + bi.)

(iii) Es seien p,q € C beliebig. Zeigen Sie, dass die Gleichung 2% + pz + ¢ = 0 in C eine
Losung besitzt. (Hinweis: Quadratische Ergédnzung und (i).)

Lésung.

(i) (a) (1 Punkt) Es sei ¢ € R. Ist ¢ > 0, so gilt (1/c)? = ¢, also a = /c und b = 0.
(Es ist auch a = —y/c und b = 0 mdoglich, aber eine Losung reicht hier.) Ist
hingegen ¢ < 0, so gilt (v/—ci)? = (—¢)-i? = ¢, also a = 0 und b = v/—c. (Oder
a=0und b= —/—c.)

(b) (2 Punkte) Es sei z = i. Wir machen den Ansatz (a + bi)? = i und erhalten
i = (a+bi)®> = a®> — b + 2abi. Daraus erhalten wir die Bedingungen a® —
b?> = 0 und 2ab = 1. Aus der zweiten Bedingung folgt, dass a und b dasselbe
Vorzeichen haben. Daher ergibt die erste Bedingung, dass a = b. Die zweite
Bedingung lautet somit 2a?> = 1, das heifit a = b = j:%i. Somit gilt zum
Beispiel (%2 + %21)? = i.

(c) (2 Punkte) Es sei 2 = 5 — 12i. Wir machen den Ansatz (a + bi)* = 5 — 12i

und erhalten 5 — 12i = (a + bi)? = a* — b*> + 2abi. Daraus erhalten wir die

Bedingungen a? — b* = 5 und 2ab = —12. Treffen wir weiterhin die Annahme,



dass a,b € Z, so finden wir wegen ab = —6 fiir (a, b) die Moglichkeiten +(1, —6),
+(2,-3), £(3,—2) und £(6, —1). Wegen a® — b* = 5 ist nur (a,b) = +(3,—2)
moglich. Und in der Tat gilt (3 — 2i)? =5 — 12i.

(ii) (4 Punkte) Wir schreiben z = a + bi und machen den Ansatz a + bi = (z + yi)? =
22 — 9% + 2zyi. Wir erhalten daraus die Bedingungen

-y =a (1)

2xy = b. (2)

Aus der ersten Gleichung erhalten wir y? = 22 — a und aus der zweiten 42%y? = b2

Durch Einsetzen erhalten wir b = 42%y? = 42?(2? — a) = 42* — 4ax®. Mit anderen
Worten, es gilt
b2
z* —az® — — = 0.

4
Dies ist eine quadratische Gleichung in 2. Also gilt 2% = 2 4 ,/% + & = “EV/e 42

2

Wegen |a|++va? + b2 > 0 gilt x = |/ &Evetr ”52“’2 € R. Es sei € = sgn(b) das Vorzeichen
von b, sprich ¢ = 1, falls b > 0 und ¢ = —1, falls b < 0. Wir definieren nun

y = gy —abvatos V;ZH’Q € R. Wir iiberpriifen und :
2 o atVa+bh —at+va+b

v 2 2 @
und
/02 b2 _ /2 b2
2xyz25\/(a+ @ )(4a+ @ ):6\/—a2+(a2+b2):5\/b_2:b.

Also haben wir z,y € R gefunden mit (x + yi)? = a + bi.

(iii) (1 Punkt) Durch quadratische Ergédnzung erhalten wir
2 2

0=z2+pz+q=z2+pz+%+q—%
2
(D) g
= <z+ 5 +4q 1
Durch Umstellen erhalten wir (z + £)* = %2 — ¢. Nach (ii) existiert ein w € C mit
w? = %2 — q und somit ist z = —£ £ w so, dass 22+ pz+q=0.

Aufgabe 12.[10 Punkte] Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf (schwache) Mo-
notonie:

(i) firR=R, fi(z) =%
(ii) fo: R = R, fo(x) = x — |x|, wobei |x]| definiert ist als das maximale n € Z mit
n < x;

2

(111) f31 Nzg — R, fg(n) = 727,_7”
(iv) fi: Ros = R, fa(z) =22 — 2.



Lésung.

(i)

(i)

(iii)

(iv)

(3 Punkte) Die Abbildung f; ist streng monoton wachsend: Es seien z,y € R mit
x < y. Falls > 0, so gilt auch y > 0. Wir erhalten 23 < 2%y < zy? < y3. Falls
x = 0, so haben wir 0 < 3. Es sei nun z < 0. Falls y < 0, so gilt gilt —x > —y > 0
und somit —z% = (—z)® > (—y)? = —1?, also 23 < y3. Falls y = 0, so gilt offenbar
23 < 0. Falls y > 0, so gilt 22 < 0 < ¢3. In allen Fillen gilt 23 < y3. Also ist
fi: @ — 3 streng monoton wachsend.

(1 Punkt) Die Abbildung f5 ist nicht monoton, denn f5(0) = f2(1) = 0 und f»(3) =

N[

(3 Punkte) Die Abbildung f3 ist streng monoton fallend: Es sei n > 3. Wir behaup-
ten, dass g—j > (;,ﬁf Wegen n > 3 gilt n? —2n+1 = (n—1)? > 2. Durch Umstellen
erhalten wir daraus n? > 2n + 1. Multiplikation mit 2" liefert 2"n? > 2"2n + 2",

Also gilt

n?2"t = 22" 4 22" > n?2" 4 2"2n + 2" = (n + 1)%2"

Durch Umstellen erhalten wir daraus g—j > (gj 32 wie gewiinscht.

(3 Punkte) f; is streng monoton wachsend: Durch quadratische Ergénzing erhalten

wir
1 1

filry =t —a= (2 =5) —5

Sind also % <z <uy,so gilt :L‘—% > 0 und y—% > 0, und somit (a:—%)Q < (y—
Daraus folgt fi(z) < fa(y).

).

N[
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