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Aufgabe 13.[10 Punkte] Seien (a,)neny und (b,)nen zwei Folgen in C. Beweisen oder
widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Ist (an)nen beschrankt und (b, ),en eine Nullfolge, so ist (a,b,)nen eine Nullfolge.
(ii) Sind (an)neny und (b, )nen unbeschriankt, so ist (a,by, )nen unbeschrankt.

(iii) Ist (an)nen unbeschrankt, (b,)nen konvergent und b, # 0 fir alle n € N, so ist
(4 )nen unbeschrénkt,

(iv) Gilt |a,| < |ans1] < 1 fiir alle n € N, so ist (a,)nen konvergent.

Lésung.

(i) (3 Punkte) Die Aussage ist wahr. Ist (a,)nen beschréinkt, so existiert ein M € N
mit |a,| < M fir alle n € N. Um zu zeigen, dass (a,b,)nen eine Nullfolge ist, sei

£ > 0 beliebig. Da (b, )nen eine Nullfolge ist, existiert N € N so, dass [b,| < 47, fiir
alle n > N. Damit gilt

3

aubul = o] bl < M- <

:g’

fiir alle n > N. Also ist (a,b,)nen eine Nullfolge.

(ii) (2 Punkte) Die Aussage ist falsch. Seien zum Beispiel (a,)neny und (by)nen gegeben
durch

1

n, falls n gerade, =, falls n gerade
(p, = und by, ="
—, falls n ungerade n, falls n ungerade.

Diese Folgen sind nach Konstruktion unbeschréankt, aber es gilt a,b, = 1 fiir alle
n € N. Insbesondere ist (a,by,)nen beschriankt.

(iii) (2 Punkte) Die Aussage ist wahr. Da die Folge (b,),en konvergent ist, ist sie be-
schrankt durch ein R > 0: Es gilt also |b,| < R fiir alle n € N. Es sei nun M € R
beliebig. Da (ay)nen unbeschriankt ist, existiert ein n € N mit |a,| > RM. Dann
aber gilt

ap la,| _ |an| - RM

—| = > >

by, b, = R — R

Da M beliebig war, folgt, dass (Z—:)neN unbeschriankt ist.

=M.




(iv) (3 Punkte) Die Aussage ist falsch. Wir betrachten die Folge (a,)nen mit a, =
(=1)"- (1 —21). Dann gilt |a,| =1-1 < 1-— n+r1 = |ap41| fiir alle n € N, aber
(@n)nen konvergiert nicht: Andernfalls gébe es ein a € R mit lim,,, @, = a. Es sei
nun 0 < € < max{|a — 1|, |a + 1|} beliebig und N € N so, dass |a,, — a| < ¢ fiir alle
n > N. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte |a — 1| > |a + 1|; der andere
Fall wird analog behandelt. Wihle nun ein N’ > N € N so, dass 7 < |a — 1| —¢.

Fiir gerades n > N’ gilt nach der umgekehrten Dreiecksungleichung
1 1
|an—a|:’1———a’ >|1—al|—=>¢
n n
im Widerspruch zu |a,, — a| < €. Also ist (a,)nen divergent.

Aufgabe 14.[10 Punkte, Newton-Verfahren| Seien n € N, ¢ € Ryp und f: R — R,
x +— 2" — c. Wir schreiben f’ fiir die Abbildung R — R, 2 +— na"!. Wir definieren eine
Folge (x)ken, rekursiv durch zg := 1 und

f(xr)

Pht = f'(xg)’

fir alle £ > 0.

(i) Zeigen Sie, dass 2} > c fiir alle k € N. (Hinweis: die Bernoulli Ungleichung kénnte
hilfreich sein.)

(ii) Zeigen Sie, dass (7 )ren monoton fallend ist.
(iii) Zeigen Sie, dass (zg)ren konvergent ist mit klim xp = e
—00

Lésung.

(i) (4 Punkte) Wir zeigen z} > ¢ durch Induktion nach k£ € N. Fir k£ = 1 gilt 2} =
(1 — %)n > 1—(1—¢) = cnach der Bernoulli-Ungleichung (diese ist hier anwendbar
wegen % < 1). Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass 2} > ¢ fiirein k > 1.
Wegen z}} > ¢ > 0 gilt %(1 — é) < 1; wieder mit der Bernoulli-Ungleichung rechnen

wir nun

Dies beendet die Induktion.

(ii) (2 Punkte) Aus (i) wissen wir, dass z} > c¢ fiir alle &k € N gilt. Somit gilt ]{c,((”’;’;)) —
:fn_fl > (. Daraus folgt

k

f(xr)

T4l = T — m < Tg.
Also ist (xy)reny monoton fallend.

(iii) (4 Punkte) Da (xy)gen nach (ii) eine monoton fallende Folge ist, die nach (i) nach
unten durch {/c beschrinkt ist, so ist sie konvergent. Sei also x = limy_,o ) >



/e > 0 der Grenzwert. Mit den Rechenregeln fiir konvergente Folgen erhalten wir

nun
f(z) i (imy 00 )™ — €
— = 11m Ty — ;
fl(x) k- n - (limg_yeo )1
) lim Ty —c
= lim x, — — koo (T n—l)
k—o00 limg_y o0 N2},
. T} —c
= lim x; — lim kn T
k—o0 k—o0 nx,
xy—c )
:hm(xk— knl>:hmxk+1:x.
k—o0 nr, k—o0
Aus v — J{,((“?) = z erhalten wir durch Umstellen 2™ — ¢ = f(z) = 0. Wegen > 0

gilt also 2 = {/c, wie gewiinscht.

Aufgabe 15.[10 Punkte] Untersuchen Sie die angegebenen Folgen auf Konvergenz und
geben Sie im Falle der Konvergenz den Grenzwert an:

( ) an)nGN mit a, = 52533 + 3;

(
( ) (bn)neN mit b,, = (—1)” n2 + 1;
(iii) (cp)neny mit ¢, = vVn+ 1 —/n;
( 2
(

Hinweis: Fiir alle z,y € C mit x # —y gilt x —y = ;;z )

n!
n"4-2n245"

(iv)

Lésung.

n)nEN mit dn -

(i) (2 Punkte) Die Folge (a,)nen konvergiert gegen 3, denn es gilt

.3
liman:hm<n—+1+3>—hm © 43=043=3.

n—o0o n—oo\ 3n° — 2 =
n

(ii) (2 Punkte) Da = — 4/ monoton wachsend ist, gilt vn?+1 > vn? = n fur alle
n € N. Also ist (b,)neny unbeschrinkt und insbesondere divergent.

(iii) (3 Punkte) Die Folge (¢;)nen ist eine Nullfolge. In der Tat gilt nach der dritten
binomischen Formel

Y e B T CTR SV | TR Vi) BT VAl
= Vntl-yn= NZEESNG Vn+1++n

T Vatitvn Vatliyao2 Vm

(iv) (3 Punkte) Die Folge (d,)qen ist eine Nullfolge. Zunéchst zeigen wir lim,, ., ,% = 0.
Fiir jedes n > 1 rechnen wir




Nach dem Einschniirungsprinzip ist (%)neN eine Nullfolge. Nun gilt mit den Re-
chenregeln fiir konvergente Folgen

I

) ) n! ) n!/n™
lim d, = lim ———— = lim
n—o00 n—oo N 4+ 2’)7,2 + 5 n—oo | —+ 27127” =+ Hn—n

wobei wir fiir die letzte Gleichung benutzt haben, dass der Zihler eine Nullfolge ist
und der Nenner gegen 1 konvergiert.

Aufgabe 16.[10 Punkte] Zeigen Sie, dass die Folge (ay,)nen mit
1\"
Qp, = <1 + —>
n
konvergiert.

(Hinweis: Verwenden Sie den binomischen Lehrsatz, um zu zeigen, dass

" /n\ 1
—9 —
w=2+3 (")
7j=2
fiir alle n € N gilt. Zeigen Sie anschlieBend die Ungleichung (?) L<c L _— 1 _ % fiir

1
) O . nl = GG-1) -1
alle j € N mit j > 2 und folgern Sie

fiir alle n € N.

Zeigen Sie danach, zum Beispiel mit der Ungleichung vom arithmetischen und geome-
trischen Mittel (Hausaufgabe 8), dass a,, < a,,1 fiir alle n € N gilt und verwenden Sie
anschliefend den Satz von der monotonen Konvergenz.

Spéater werden wir zeigen, dass der Grenzwert die Eulersche Konstante e ist.)

Lésung. Nach dem binomischen Lehrsatz gilt

b O () (20
50

=2

Wir rechnen nun, fiir jedes j > 2,

(n) 1 n(n=1)(n—j+1) 1

no 4! nJ
l.ﬁ.n_l...n_j+1<l< ! 1 1

jtmon no Tt 0= i1

J

Daraus ergibt sich



Wir zeigen nun a, < a,, fir jedes n < m. Sei also n < m vorgegeben. Wir bemerken
zunéichst, dass 2=t =1 -1 <1 — L = 1=t

n\1 1 n n—-1 n-—j+1

(j)ﬁ_j! n n n
chomonet megd (m) L
jlm m m j)mi

Schieflich erhalten wir die Abschétzung

_2+Z( )—<2+Z( >—<2+]m2 <?)%:am

wie gewiinscht. Alternativ kann man fiir a,, < a,41 auch die Ungleichung vom arithmeti-
schen und geometrischen Mittel anwenden und rechnet:

0=t 10 D < (b (e X0 )

n+1 ]_ n+1
-(n—|—2)) :<1+n—|—1) = Qpy1.-

:<n—|-1

Also ist (a,)nen eine monoton steigende und nach oben beschrinkte Folge. Nach dem
Satz {iber monotone Konvergenz ist die Folge (a,)neny demnach konvergent mit einem
Grenzwert im Intervall [2, 3].
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