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Ubungen zur Analysis fiir Informatik

Aufgabe 21.[10 Punkte] Es sei (f,)nen, die Fibonacci-Folge; sie ist rekursiv gegeben
durch fo: =0, fi :=1und f,42 = foi1 + fn fiir alle n > 0. Zu n € N definieren wir

eyl
Sp — ﬁ
k=1
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(i) Es gilt s, < 2 fiir alle n € N;
(i) limy, o0 Sp = 2;
(iii) sup{s,|n € N} =2.
Lésung. Zunéchst bemerken wir, dass
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wobei implizit fy = 0 verwendet wurde.

(i) (4 Punkte) Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach n. Fiirn = 1 gilt s; = 5 < 2
und fiir n = 2 gilt s = % + %1 = % < 2. Fiir den Induktionsschritt sei nun n > 1 so,
dass s,i1, s, < 2. Mithilfe der obigen Rechnung folgt nun

1+5n+1+sn<1+2+2 5
Sp42 = = —<-+=-+-=2
279 2 4 "2 24

Dies beendet die Induktion und zeigt s,, < 2 fiir alle n € N.

(ii) (4 Punkte) Da alle Summanden von s, positiv sind, folgt s,, < s,4+1 fiir alle n € N.

Da also (s, )nen eine monoton wachsende, nach oben beschriankte Folge ist, existiert
der Grenzwert s = lim,, ., s,. Dafiir gilt
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s = lim s,42 = lim (——1—8 +1 —|—S—>
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Durch Umstellen erhalten wir s = 2.



(iii) (2 Punkte) Da (s,)nen eine streng monoton wachsende Folge ist, die gegen 2 kon-
vergiert, folgt sofort, dass sup {s, |n € N} = 2.

Aufgabe 22.[10 Punkte] Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:
: o] n+17 .
(1) Zn:l ma
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(v) Y (D)R(V3 = 1);
(vi) >0 3sz 1 3k+25

(vii) 352, K
Lésung.

(i) (2 Punkte) Die Reihe Y 07 1ng++21+n+1 konvergiert: Fiir n > 17 gilt #ﬂn“ <
2 = 2. Laut Vorlesung konvergiert die Reihe Y >7 - % = 23> -1 und ist
eine Majorante fir » >~ - #}IM Daraus folgt aber, dass auch )~ #}IM

konvergiert.

(ii) (1 Punkt) Die Reihe > /7, k4 divergiert, denn (35 “ken ist nach Vorlesung keine
Nullfolge (sie divergiert gegen +00).

(iii) (1 Punkt) Es gilt k§+§k - > 2% = . Da die harmonische Reihe ;7 | + divergiert,

. . —k
so divergiert auch > 7| A2 —.

(iv) (2 Punkte) Die Reihe >23° ., (¥/k — 1)* konvergiert nach dem Wurzelkriterium, denn
die Folge (ax)ren gegeben durch aj, = {/(V/k — 1)k = {/k — 1 ist eine Nullfolge (und

konvergiert insbesondere gegen einen Grenzwert < 1).

(v) (1 Punkt) Die Reihe > 52 (—1)*(¥/3 — 1) konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium,
da (¥/3 — 1)en eine monoton fallende Nullfolge ist.

(vi) (2 Punkte) Wegen

n+1
[T 13k+2 _2n+2 n%oo\g<1

Hk 1 31§-k+2 3n 45 3

konvergiert die Reihe Y . T[,_, 3k +2 nach dem Quotientenkriterium.

2
(vii) (1 Punkt) Die Reihe ) -, ;) divergiert, denn die Folge (ax)reny mit ay = % ist

wegen

B kekek
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keine Nullfolge.



Aufgabe 23.[10 Punkte| Zeigen Sie, dass die folgenden Reihen konvergieren und bestim-
men Sie den Grenzwert.

(1) >ri 7 k+1) (Hinweis: Es gilt - (k:+1) =&~ 1)

(ii) >opo, k2! fiir alle z € C mit |z| < 1. (Hinweis: Zeigen Sie per Induktion nach
n € N die Identitat

n

Z phol 1—(n+1)z"+ nz"tt
= (1=2)?
fir alle z € C mit z # 1.)

Lésung.

(i) (3 Punkte) Wegen 1 — ﬁ = :J(“]j;lk) k~(k1+1) gilt fiir alle n > 1:

“ 1 " /1 1 "1 &1
;k-(kﬂ):;(%_k—ﬂ):;%_ E+1

Also gilt 2, m =1.

(ii) (7 Punkte) Es sei z € C mit z # 1 fixiert. Wir zeigen zunéchst die Identitét

pe1 L= (n+1)2" +nz"t
Zkz = e (1)

durch Induktion nach n. Fir n =1 gilt

1

Zl{;zk_l—l— 1—22+22
k=1 1=z

Es sei nun n > 1 so, dass die Identitét gilt. Wir rechnen nun

n+1

Zkzkl (n+1)2" +Zkzk1

1 —(n+1)2" + nz"*t

v n

=(n+1)2"+ 1= 2
(n+1)z2"(1—=2)+1—(n+1)2" +nz"t!

N (1—-2)?

(4 1)2" 224 (n+1)2" - 22 4+ 1+ 2"t

N (1—2)?

202" — 22" (4 1)2" P2 4 1 4 e

N (1-2)

1= (n+2)2"" 4+ (4 1)2"

N (1—2)? ‘

Dies beendet die Induktion.



Wir nehmen nun zusétzlich |z| < 1 an. Wegen |z| < 1 gilt lim,,_,oo(n+1)2" = 0 und
lim,,_,0c 2" = 0 nach Vorlesung. Aus schliefen wir nun

- - 1—(n+1)2" 4 nz"t! 1
Z k-1 _ 1 Z k-1 _ s _
k=1 e ,}EEO k=1 S nlggo (1-2)? (=2

Aufgabe 24.[10 Punkte] Es sei (a,)nen eine monotone Nullfolge. Zeigen Sie den Verdich-
tungssatz von Cauchy: Die Reihe Y > | a, ist genau dann konvergent, wenn » >, 2"agn

konvergent ist.

Lésung. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass (a,),en €ine
monoton fallende Nullfolge ist; insbesondere gilt a,, > 0 fiir alle n € N. Der andere Fall
ergibt sich dann aus dem ersten durch Anwenden auf (—a,)nen-

Fiir jedes 27! < k < 2" gilt agn-1 > aj > agn. Damit rechnen wir einerseits

N N on N on N | N
E Qp, Z E E Qg Z E E on — E 2"_1a2n = 5 . E 2”@271,
n=1 n=1 k=2n—-141 n=1 k=2n-141 n=1 n=1

und andererseits
N N on N on N N
E a, = E g ap, < E E Qon-1 = E 2" L gn1 = g 2" agn,
n=3 n=2 k=2n—-141 n=2 k=2n—-141 n=2 n=1

fiir alle N € N. Insgesamt gilt also

N N N
. Z2"a2n < Zan < Z2”a2n +a; + as.
n=1 n=1 n=1

Durch zweimaliges Anwenden des Majorantenkriteriums folgt, dass Y > | a, genau dann
konvergiert, wenn » > | 2"ayn konvergiert.
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