Institut fiir Mathematik SoSe 2026
der Universitdt Paderborn Freitag, 05.06.2026

Dr. J. KuIlT und DR. C. HEYER Blatt 8

Ubungen zur Analysis fiir Informatik

Aufgabe 29.[10 Punkte] Welche der angegebenen Folgen besitzen eine konvergente Teil-
folge und welche nicht? Begriinden Sie Thre Antwort.

(1) (an)neny mit a, = V/nl. (Hinweis: Zeigen Sie, dass ¥/n! > y/n fiir alle n € N gilt,
indem Sie (n!)? > n™ fiir alle n € N beweisen.)
nel™ 4 elvn

(ii) (bp)nen mit b, = 1

n!, falls n = 2™ fiir ein m € Ny

(iii) (cn)nen mit ¢, = {

0, sonst.

1
Un+1

(iV) (dn)neN mit d,, =

Lésung.

(i) (4 Punkte) Die Folge (W)neN besitzt keine konvergente Teilfolge. Dafiir geniigt es
zu zeigen, dass sie monoton und unbeschréankt ist. Dafiir geniigt es zu zeigen, dass
Vn! > /n fiir alle n € N gilt, da (y/n)nen selbst monoton und unbeschrinkt ist.

Fiir jedes 1 <i <ngilt (i —1)-n > (i — 1) - i. Durch umstellen erhalten wir daraus
i-(n+1—1i)>mn,

fiir alle 1 <7 < n. Es folgt

n

(n!)2:Hi~(n+1—i)2Hn:n"

und daraus schlieSlich V/n! > V/n, fiir alle n € N.

(ii) (3 Punkte) Wegen ™" = 1 und |e'V?"| = 1 gilt

b1 +eim oo, 1
M or Lt a1 2’

fiir alle n € N. Also ist (bs,)nen €ine konvergente Teilfolge von (by,)nen-

(iii) (2 Punkte) Wegen 3% # 2™ fiir alle k, m gilt c5x = 0 fiir alle k& € N. Insbesondere ist
(csr )ken eine konvergente Teilfolge von (¢, )nen-

(iv) (1 Punkt) Es gilt %I% = 7\1/1% < Vﬁ < #ﬁ, wobei die duBeren Terme gegen 1

konvergieren. Also konvergiert auch (d,, ),en gegen 1 nach dem Einschniirungsprinzip.



Aufgabe 30.[10 Punkte]

(i) Berechnen Sie die Eulerdarstellungen der komplexen Zahlen 2 — 2i und § und die
des Produkts (2 — 2i) - 1.

(ii) Geben Sie alle komplexen Losungen der Gleichung z'* = 8192 in deren Eulerdar-
stellungen an.

(iii) Zeichnen Sie die Menge {z € C| 2% = 125}.
Lésung.
(i) (4 Punkte) Es gilt |2 —2i| = 2v/2 und somit 2 — 2i = 2v/2e™/4. Es gilt [1| = { und
somit & = 1e™/2. Fiir das Produkt gilt nun
(2 . 21> . 1 — & X e77ri/4—i-7ri/2 — & . e7ri/4‘
3 3 3

(i) (3 Punkte) Wegen 8192 = 2'3 ist die Menge der Losungen von z'3 = 8192 gegeben
durch

{2e*™*/B |k =0,1,...,12}.
(iii) (3 Punkte) Die Menge {z € C|z* = 125} ist gegeben durch
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Aufgabe 31.[10 Punkte] Zeigen Sie die Identitét

cos(6)! = coséélgb) N cosé?gb) +Z

fiir alle ¢ € R.

Losung. Mit der binomischen Summenformel gilt

i —id\ 4
cos(¢)! = (i)
2
— ? . (e4l¢ T 4631¢71¢> + 6621¢721¢ + 461(]5731(1) + e*41¢)

1_16 (€49 + 4679 4+ 6 + 42 4 o~ H9)
1 gelitpetiogn 1 o0 o2

T8 (T) (T) *

_ cosglgzﬁ) N cos(22q§) N
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Aufgabe 32.[10 Punkte] Es sei z € C. Bestimmen Sie die Summenformeln fiir
14 cos(z) + cos(2z) + -+ - +cos(nz) und sin(z) + sin(2z) + - - - + sin(nz).

(Hinweis: Die Identitdt e'* = cos(z) + isin(z) und die geometrische Summe kénnten
hilfreich sein.)

Lésung. Wir rechnen

Zcos(k:z) +1i Zsin(kz) = Z eths = Z(eiz)k
k=0 k=0 k=0 k=0
(eiz)nJrl -1 ei(nJrl)z -1
o oelz—1 0 iz
ei(n—l—l)z/2 ei(n+1)z/2 _ e—i(n+1)z/2
T eizz 0i2/2 _ a-iz/2
) ei(n+1)z/2 _ (—i(n+1)z/2 2i
— emz/? . .
21 elz/2 _ o—iz/2
.. sin((n + 1)z/2)
= 2 2)) -
(cos(nz/2) + isin(nz/2)) Sn(2/2)

Durch Separieren nach dem geraden und ungeraden Anteil erhalten wir die Formeln

sin((n +1)z/2)
sin(z/2)

Zcos(kz) = cos(nz/2) -

und

sin((n +1)z/2)
sin(z/2)

Z sin(kz) = sin(nz/2) -
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