Institut fiir Mathematik SoSe 2026
der Universitdt Paderborn Freitag, 12.06.2026

Dr. J. KuIlT und DR. C. HEYER Blatt 9

Ubungen zur Analysis fiir Informatik

Aufgabe 33.[10 Punkte]
(i) Zeigen Sie 1+ tan(a)? = —3— fiir alle o € R mit cos(a) # 0.

cos? ()

(ii) Esseia € R\{(2k + 1)7|k € Z}. Wir setzen u := tan(%). Zeigen Sie die Identitidten

2u 1 —u?
“Tre W esl)=1s

sin(a)

indem Sie die Definitionen von Sinus und Kosinus aus der Vorlesung verwenden.
(Hinweis: Sie diirfen die Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus verwenden.)

Lésung.
(i) (4 Punkte) Es sei a € R mit cos(«) # 0. Nach Definition gilt tan(«) = zg;((z)) Daraus
folgt
1 + tan(a)? = cos?(a) N sin?(a) _ cos?(a) + sin®(a) _ 1 |
cos?(a)  cos?(a) cos?(v) cos?(a)

wobei die letzte Gleichung nach Aufgabe 35(iv) gilt.

(ii) (6 Punkte) Zunéchst folgt aus den Additionstheoremen, dass
cos(2z) = cos?(z) — sin?(x) und sin(2z) = 2sin(x) cos(x),

fiir alle x € R. Mit v = tan(5) und (i) erhalten wir

2 i 2
ruu? = cos?(a/2) -2 % = 2sin(a/2) cos(a/2) = sin(a),

wobei wir fiir die letzte Gleichheit das Additionstheorem fiir den Sinus mit x = §
angewendet haben. Genauso rechnen wir mit (i):

Lo cost(a/2)- (1= 21D _ ost(af2) — sin(a/2) = cos(a)

=cos”(a/2) - (1 — ———=) = cos®(a/2) — sin“(«/2) = cos(a

1+ u? cos?(a/2) ’

wobei wir fiir die letzte Gleichung das Additionstheorem fiir den Kosinus fiir x = §

verwendet haben.



Aufgabe 34.[10 Punkte] Es sei z € R fixiert. Fiir n € N bezeichne L,, die Lénge des
Streckenzuges, der die Punkte e**/™ fiir k = 0,1,...,n verbindet (wie im Bild veran-
schaulicht).

(i) Zeigen Sie L, = 2n‘ sin( ’ fiir alle n € N.
(ii) Zeigen Sie lim, o0 Ly, = |x| (Hinweis: Aufgabe 36(ii).)

Was bedeutet (i) geometrisch fiir die Lage von e'*? Was bedeutet e*™ = 1 geometrisch?
Lésung.

(i) (4 Punkte) Fiir jedes k € {1,...,n} rechnen wir

iz/2n __ e—ix/?n

21

}eikx/n . ei(k—l)x/n| —9 ‘ei(k—%)x/n‘ ‘ e _ 2|sin(a:/2n)\.
=1
Somit gilt L, = > 7, |e”“”/” — ellb=la/n| = 5= 2lsin(z/2n)| = 2n|sin(z/2n)|.
(ii) (4 Punkte) Wegen lim,,_. 5~ = 0 gilt nach Aufgabe 36(ii), dass lim,, sin(z/2n) _ q

z/2n
sin(x/2n) _ }sin(x/2n)

z/2n 2 /2n ‘ fiir groe n und folglich

sin(a: /2n)
n—>oo x/2n

Insbesondere gilt

sin(x/2n)

lim L, = li .
im lim || 2n

n—oo

= ol — o]
(2 Punkte): (i) bedeutet, dass die Kurve [0,1] — C, ¢t + ¢ auf dem Einheitskreis

die Linge |r| hat. Wegen e?™ = 1 schliefilen wir, dass der Einheitskreis den Umfang 27
besitzt.

Aufgabe 35.[10 Punkte| Die Funktionen Sinus hyperbolicus und Kosinus hyperbolicus
sind definiert durch

sinh: R — R, sinh(z) = ° _26 ;
cosh: R — R, cosh(z) == © +2€

(i) Zeigen Sie, dass sin, cos, sinh und cosh stetig sind.
(ii) Ermitteln Sie die Potenzreihendarstellungen der Funktionen sinh und cosh.

(iii) Zeigen Sie, dass sinh bijektiv ist. (Hinweis: Verwenden Sie geeignete Substitutionen
um die Umkehrfunktion von sinh zu finden.)

(iv) Beweisen Sie fiir € R die Formeln
sin?(z) + cos?(z) = 1
und
cosh?(z) — sinh?(x) = 1.

(v) Skizzieren Sie die Graphen von sinh und cosh.



Lésung.

(i) (1 Punkt) Aus der Vorlesung wissen wir, dass z — e? stetig ist. Somit sind sin, cos,
sinh und cosh als Kompositionen von stetigen Funktionen wieder stetig.

(ii) (2 Punkte) Es gilt

k=0 k=0 k=0
1 i 2$2k+1 oo .1'2k+1
—9 | |
26~ (2k+1)1 = (2k+1)
und analog
e?+e® 1 =+ (—DFF 1R 20 N 2
h = —— = — - =~ Z 00— — .
cosh{z) 2 3 2 Kl 3 (2k)! 2 (2k)!
k=0 k=0 k=0
u—u_!

(iii) (4 Punkte) Wir setzen u = e und y = sinh(z), sodass also y = “=— gilt.

Aquivalent ist u eine Nullstelle des quadratischen Polynoms u? — 2yu — 1 = 0, und
dafiir gilt nach der Mitternachtsformel:

u=y++\y>+ 1.

Wegen u = e > 0 und |y| < /y?+ 1 gilt folglich ¢ = u = y + /y?>+ 1. Da
exp: R — (0, 00) bijektiv mit Umkehrfunktion In ist, erhalten wir

r=In(y++y2+1).

Fiir die Funktion g: R — R, y — In(y++/y? + 1) gilt nach Konstruktion g(sinh(z)) =
x. Umgekehrt sei y € R. Wir setzen u := y + 1/y? + 1. Nach der obigen Rechnung
gilt dann “‘Tfl = y und somit

sinh(g(y)) = = =y.
Dies zeigt, dass g eine Umkehrfunktion von sinh ist. Also ist sinh bijektiv.
(iv) (2 Punkte) Es gilt
sin®(z) + cos®(z) = | cos(z) + isin(x)‘2 = ‘eig”|2 =1
und

cosh?(z) —sinh®(z) = - - ((e” +e7")* = (" — e™*)?)

I A

. (62:t+2_'_ef2a:_62x_'_2_ef2x) —1.

(v) (1 Punkt) fiir die Skizze.



Aufgabe 36.[10 Punkte] Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionen stetig in = 0 sind:

N _ Jasin(1l/x), fallsz #0,
W) f:R=R, flo)= {O, falls z = 0;

n@ - falls z #0
ii) g: R = R, = z 7 ’
(i) ¢ 9(@) {1, falls z = 0;

(Hinweis: Die Potenzreihenentwicklung von sin(z) konnte hilfreich sein.)

(2 —1)° fallsz #0
(iii) h- (—1,00) - C, h(x) _ |a:|(x+1 ) , lalls @ 7’é )
0, falls x = 0.
Lésung.
(i) (3 Punkte) Auf R\ {0} ist die Funktion z — xsin(1/x) als Komposition von stetigen
Abbildungen stetig. Um die Stetigkeit bei x = 0 zu iiberpriifen, sei € > 0 beliebig.
Fiir 0 = ¢ gilt
|zsin(l/x) — 0| = |x| - |sin(1/z)| < |z| < ¢
fiir alle x € R mit |z| < d; hierbei haben wir verwendet, dass [sin(y)| = |[Re(e'?)| <
lel¥| =1 fiir alle y € R gilt. Folglich ist f auch in 2 = 0 stetig.

(ii) (3 Punkte) Auf R\ {0} ist z — Smmﬂ als Komposition von stetigen Abbildungen
stetig. Fiir die Stetigkeit bei x = 0 betrachten wir die Potenzreihenentwicklung
. . 0o (_1)kx2k+1 D . t h
sin(z) = >, “Grror - Pann ist auc
sin(z) = (—1)Fz?

£ (2 + 1)!

X

eine Potenzreihe mit positivem (sogar unendlichem) Konvergenzradius. Insbesonde-
re konvergiert sie bei x = 0 und hat dort den Wert 1 (dies ist der konstante Term).
Also ist g stetig in x = 0.

iii) (4 Punkte) Auf (—1,00 0} ist die Abbildung (-1~ —1 ? als Komposition von
lz| \z+1
stetigen Abbildungen stetig. Wir schreiben
2

1(1 1>2_1<—a:>2_9c 1
|z| \z 4+ 1 Cr|\e+1/) 2] (x4 1)

ﬁ falls z #£ 0
0, fallsz=0

stetig bei z = 0 ist und dort den Wert Null annimmt (denn die andere Funktion

T m ist stetig bei = 0). Sei nun € > 0 beliebig. Fiir § := ¢ gilt dann

Es geniigt zu zeigen, dass die Abbildung hy: (—1,00) — C, z —

72 |2
— = ‘ =— =|z| <¢,

|| |z

fiir alle z € R mit |x| < §. Dies zeigt, dass h; stetig bei x = 0 ist und dort den Wert
Null annimmt. Also ist auch h stetig.
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