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Ubungen zur Analysis fiir Informatik

Aufgabe 37.[10 Punkte]

(i) Zeigen Sie, dass fiir alle z € [0, 2] gilt:

3 R I
r— — <sin(x) <az—€—|—§0.
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass Lﬁ, < Z fiir alle n > 1 und alle z € [0,2].
(n+2)! n!

Folgern Sie daraus zusammen mit der Potenzreihenentwicklung von sin(x) die Be-
hauptung.)

(ii) SchlieBen Sie aus (i), dass sin(z) > 0 fur alle z € (0, 2) gilt.

(iii) Zeigen Sie, dass cos im Intervall (0, 2) strikt monoton fallend ist. ( Hinweis: Prisenz-
aufgabe 26 konnte hilfreich sein.)

(iv) Zeigen Sie, dass fiir alle z € [0, 2] gilt:

2 372 $’4

xr
1— 2 < <1- 4=
5 = cos(x) >t

(v) Zeigen Sie, dass cos im Intervall [0, 2] genau eine Nullstelle besitzt; diese Nullstelle
wird mit 7 bezeichnet.

Lésung.

(i) (3 Punkte) Fiir alle n > 1 und alle z € [0,2] gilt 2> <4 < (n+ 1)(n + 2). Daraus

folgt (m +2), < Z. Mit der Potenzreihenentwicklung sin(z) = > "5, C 12: ijﬂ machen
wir folgende Abschatzungen
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I A1 Ak B
: R A B g T LT
sin(z) = =51+ 5 ;<(4k—1)! (4k+1)!> =TT % T

-~

>0



(ii) (1 Punkt) Fiir alle z € (0, 2) folgt aus (i), dass 0 < x — Z—? < sin(x).
(iii) (1 Punkt) Aus Priasenzaufgaben 26 von Blatt 9 und (ii) folgt

cos(z) — cos(y) = —2 sin(x ;_ y> sin(x ; y) <0
fir alle y < z in (0,2) (denn es gilt auch &% 2¥ € (0,2)). Also ist cos striks
monoton fallend im Intervall (0, 2).

(iv) (3 Punkte) Es gilt cos(z) = Zk 0 ( (12:),% Wie in (i) machen wir folgende Abschéitzungen:
72 24k k2 22
1=+ 3 (G - )=1-%
cos(z) 2 +k:1 @l @2/ =2
>0
und
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>0
(v) (2 Punkte) Es gilt cos(0) = 1 und cos(2) < 1 — 3+ 12 = -2 < 0. Nach dem
Zwischenwertsatz existiert also ein « € (0,2) mit cos(x) = 0. Da cos in dem Intervall

nach (iii) strikt monoton fallend und somit injektiv ist, ist dies die einzige Nullstelle.

Aufgabe 38.[10 Punkte]
(i) Es sei f:[0,1] — R eine stetige Abbildung mit f(0) = f(1). Zeigen Sie, dass ein
c € [0, 3] existiert mit f(c) = f(c+ 3).
(Hinweis: Wenden Sie den Zwischenwertsatz an.)
(ii) Zeigen Sie: Es gibt keine stetige Bijektion f: S1:={z € C||z| =1} — [0,1].
(Hinweis: Konstruieren Sie aus f eine stetige Abbildung ¢: [0, 1] — [0, 1] mit ¢g(0) =
g(1) und so, dass g}[o ) bijektiv ist.)

Lésung.
(i) (5 Punkte) Wir betrachten die Abbildung g: [0,3] — R gegeben durch g(z) =
flz)— flx+ %) Dann gilt
9(3) = F(2) — F(1) = F(2) — F(0) = —((0) — £(1)) = —g(0).

Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein ¢ € [0, 3] mit g(c) = 0, also f(c)

fle+3).
(ii) (5 Punkte) Fiir einen Widerspruch nehmen wir an, dass eine stetige bijektive Ab-
bildung f: S — [0, 1] existiert. Es sei h: [0,1] — S* gegeben durch h(z) = e?™2.
Aus der Vorlesung wissen wir, dass h|[0,1) bijektiv ist und dass h(0) = h(1) = 1 gilt.
Wir betrachten nun g :== f o h: [0,1] — [0, 1]. Dann ist g‘[o,l) bijektiv und es gilt
9(0) = g(1). Nach (i) existiert ein ¢ € [0, 3] mit g(c ) glc+ 3). Falls ¢ < 1, so
widerspricht dies der Injektivitit von g’[m Falls ¢ = 3, so gilt g(%) = g(1) = ¢(0),
wieder im Widerspruch zur Injektivitéit von g‘ 01" Also war die Annahme falsch und
es kann keine stetige Bijektion S' — [0, 1] geben.



Aufgabe 39.[10 Punkte] Wir betrachten die Funktion

B 62% + x
Bttt
Zeigen Sie, dass f ein Maximum besitzt. Besitzt f auch ein Minimum?

f:[l,00) = R, f(z):

Ldsung. Da [1,6] ein abgeschlossenes Intervall ist, nimmt f {[1’3] ein Maximum bei, sagen
wir 2o an. Wegen f(1) = 7 gilt f(zo) > I. Andererseits gilt 62 + 2 < 2® + 2? + z + 1 fiir
alle z > 6 und somit f(z) < 1. Folglich nimmt f sein Maximum bei z, an.
Die Funktion f besitzt kein Minimum: Angenommen, es gidbe ein Minimum bei y, €
[1,00). Wegen f(x) > 0 fiir alle z € [0, 00) gilt also f(yo) > 0. Andererseits gilt
_ ) 6n? +n

A L FY NS
wobei n € N. Das heifit, es existiert ein n € N mit f(n) < f(yo) im Widerspruch zur Wahl
von .

Aufgabe 40.[10 Punkte]

(i) Es sei s € Q. Zeigen Sie, dass die Funktion f: C\ {0} — C, f(z) == z - |z|® stetig
ist.

)

Fiir welche s € Q kann f stetig nach C fortgesetzt werden?

(ii) Es sei a € R fixiert. Zeigen Sie, dass die Funktion

/22— fa]] 0
fiRSR, fla)=4° alls 2 70,
a, falls x = 0

nicht stetig ist.
Lésung.
(i) (8 Punkte) Die Abbildungen C — C, z +— z und C \ {0} — R.o, z — |z| und

R.g — R.g, z — 2* sind stetig nach Vorlesung. Also ist auch f stetig auf C \ {0}
als Komposition von stetigen Abbildungen.

Es sei s > —1. Wir behaupten, dass f sich stetig nach 0 fortsetzen lédsst. Es geniigt
zu zeigen, dass fiir jede Nullfolge (2;,)neny mit 2, # 0 auch (| f(2,)|)nen eine Nullfolge
ist. Wegen 1 + s > 0 gilt nun

|f(z")‘ - ‘2” ' |Z”|s‘ = |ZTL| ’ ’Zn’S = |Zn| ’ ‘Zn‘s = ‘Zn‘1+s n—}—oo> 0.

Also lasst sich f fiir s > —1 stetig nach 0 fortsetzen.

Fiir s < —1 ldsst sich f nicht stetig nach 0 fortsetzen. Fiir s < —1 gilt |f(z,)| =
|2,|' T — oo fiir jede Nullfolge (z,)nen. Fiir s = —1 finden wir zwei verschiedene
Nullfolgen, fiir die f gegen verschiedene Werte konvergiert: Fiir alle n € N gilt

FE) =22 =,
und
fG)=5-Lr=1
(ii) (2 Punkte) Es sei (x,)nen eine Nullfolge mit x, # 0 fir alle n € N. Dann gilt

lim,, 0 x% = 0o und somit lim,_,. e'/*» = oo nach Vorlesung. Also gilt fa(0) =

a # limy, oo /%% = limy 00 fo(n). Daher ist f, nicht stetig.
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