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1. Hausaufgabenblatt - Losungen

Hausaufgabe 1.1 Seien X und Y endliche Mengen. Man zeige
(a) [X xY[=|X]-[Y],

(b) | XUY|=|X|+|Y|-|XnNnY]|.

Beweis: (a) Sei X = {z1,...,2,} mit n = |X|. Dann folgt

n n

X % Y] = \U:_1<{mj} <Y)| =S lay} x Y] = S [¥| = nly| = X[ Y

j=1 j=1
(b) Es gilt
(X UY|=[(X\Y)U(Y \ X)u(X nY)|
=|X\Y|+|Y\X|+|XNY]|
= (X[ - [XNnY)+ (Y- |XNY])+[XNY]
=|X|+|Y]-|XNY]|.

Hausaufgabe 1.2 Bestimmen Sie die Potenzmengen der folgenden Mengen:

1. A=1{1,2,3}
2. B=10
3.0 ={L{1}.{{1}})
4. D ={0,1,{{1},1}}
5. E=AND

Losung

{{®®}7{]‘}7{2}’ {3}7{172}7{173}7{27 3}7A}'

{0,415, ({133, ({1 AL A {1 ({0 ({1 {13} ), ¢)
{0,403, {13, {{{1}, 13}, {0, 1}, {0, {{1}, 1}}, {1, {{1}, 1}}, D}
P(ANnD)=P({1}) ={0,{1}}.

)

Hausaufgabe 1.3 Sei n eine natiirliche Zahl. Man zeige durch vollstindige In-
duktion:

LY (4k—1)=2n?+n.

2. Y h g2k =2ntl — 1.

3. ZZ:1 k? = (ZZ:1 k)2~



Beweis:

LIA. (n=1):3,_,(4k—1)=4%1-1=3=2%12+1.
1.V.: Die 1. Gleichung gilt fiir ein n € N.
LS. (n—n+1):

n+1 n

DMk —-1)=> (4k—1)+4n+1)-1

k=1 k=1
=22 +n+dn+1) -1  (I.V)
=2n? +5n+3

=2(n*+2n+1)+ (n+1)
=2(n+1)%+ (n+1).
2TA (n=1):3, ,2F=2042"=14+2=3=4-1=2% 1.

I.V. : Die 2. Gleichung gilt fiir ein n € N.
LS. (n—n+1):

n+1 n
Z 2k — Z2k + 2n+1
k=0 k=0

=2ontt 14 omtl (L)
=227t 1
= oD+ _ g

Hinweis: Die Identitét ist auch fiir n = 0 korrekt. Man hétte die Induktion auch bei
n = 0 starten konnen - der Induktionsschritt ist in diesem Beispiel identisch.

LA (n=1): Y, B=13=1=12=(3,_, k
I.V.: Die 3. Gleichung gilt fiir ein n € N.

LS. (n — n+ 1): Wir erinnern an die Identitdt Y ,_, k = % fiir alle n € N
(auch kleiner Gaufl genannt.) Nun zum eigentlichen Induktionsschritt:

n+1

> k= Zk?’ +(n+1)>
j=1
<Zk> +(n+1)3  (I.V)

n(n n 3
= ( ( 2+ 1)) + A 11) (kleiner Gauf3)
n?(n+1)2+4(n+1)>3
4
(n+1)2(n?+4(n+1))

4
(n+1)*(n+2)°
4

<(n+1);(n+2))2

n+1
< Ic) (kleiner GauB).

k=1



Hausaufgabe 1.4 Seien A, B und C Teilmengen einer Menge X. Man nennt

AAB:= (AUB)\ (AN B)
die symmetrische Differenz von A und B. Man zeige:
(a) (AAB)NC =(ANC)A(BNC);

(b) AAB =AAC <= B=C.
Wir geben zwei Beweise:
1. Beweis (a) Es gilt

(AAB)NC

(AUB)\ (ANB))NC
(AuB)NC)\(ANB) (%)
( )

(

N
U

(AnC)u(BNC)\(ANBNC) (da (AUB)NC C C)
(AnC)u(BNCH\(ANC)N(BNQC))
=(ANnC)A(BNC).

Beweis der zweiten Gleichheit (x):

z€((AUB)\ (ANB)NC (z e AUB)A(x ¢ ANB)) A(z€C)
(re AUB)A(z ¢ ANB)A(ze€C)
(z€ AUB)A(z€C))A(z ¢ (ANB))
(x € (AUB)NC)A (z & (AN B)

— ze((AUB)NC)\ (AN B).

—
—
<~
—

(b) Gilt B = C, so folgt offensichtlich AAB = AAC.

Wir zeigen nun die Aussage

B # C = AAB # AAC,
welche dquivalent zur Aussage

AAB =AAC = B=C
ist.

Sei also B # C. Dann muss gelten B\ C # 0 oder C'\ B # (). Wir kénnen annehmen,
dass B\C' # () gilt, da wir sonst einfach die Rollen von B und C' vertauschen kénnen.
Sei also b € B mit b ¢ C'. Dann gibt es zwei Félle:

1.Fall b€ A: Dann gilt b € AN B, also auch
b¢ AAB.

Aufgrund von b € A und b ¢ C folgt aber b € AUC und b ¢ AN C (da
ANC CC gilt) und demnach

be AAC.

Also gilt im 1. Fall AAB # AAC.



2.Fall b ¢ A: Aufgrund von b ¢ AU C folgt
b¢g AAC.

Wegen b € B folgt b € AU B und aufgrund von b ¢ A auch b ¢ AN B (da
AN B C A gilt). Insgesamt folgt also

be AAB

also gilt im 2. Fall ebenfalls AAB # AAC.

2.Beweis: (via Komplementbildung und wiederholtem Einsatz von den de-morganschen

Gesetzen fiir Mengen)

(a) Sei Y C X. Dann gilt per Definition Y¢ = X \ Y. Ist Z C X eine weitere
Teilmenge von X so gilt Y\ Z =Y N Z¢. Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

GMABWK?@éxE(AUBNJAﬂB»ﬂC

(
<~ z€(AUB)N(ANB)°NC
— ze((ANCYU(BNC))N(ANB)°
— ze€(((ANC)U(BNC)N(ANB))UD
— z€((ANCYUBNC))NANB)YU(((ANC)U(BNC))NCe)
— ze((ANC)UBNC)HN((ANB)°UC®)
— ze((ANC)uU(BNC))N(ANBNC)°
— ze((ANC)UBNCHN{(ANC)N(BNC))°
— ze((AnC)uBnCH\(ANnC)Nn(BNQO))
— z€(ANC)A(BNC).

(b) Gilt B = C, so folgt offensichtlich AAB = AAC. Es gelte nun AAB = AAC.
Schneiden beider Seiten dieser Gleichung mit A liefert nach Teil (a) die Gleichung
AA(ANB) = AA(ANC) was dquivalent zu A\ B= A\ C bzw. zu BNA=CnNA
ist. Schneiden der Gleichung mit A¢ anstatt von A liefert nach (a) §A(B N A°) =
DA(C N A°) was dquivalent zu BN A® = C' N A° ist. Wir folgern

BAC (BA) (AUAC)
(BAC)NA)U ((BAC) N A9)
(B

N ) (CNA)U(BNA)A(CNAY))
0

(
(
DU
0.
0

Die Gleichung BAC = () ist aber dquivalent zu B = C.

Abgabe der Hausaufgaben bis Sonntag, 29.10.2023, 23.59 Uhr in Panda.



