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1. Prasenziibungsblatt - Losungen

Priasenzaufgabe 1.1 Sei n € Ny und k& € Ny mit £ < n. Dann ist der Binomial-
koeffizient (Z) gegeben durch

n\ n!

k) Kl(n-— E)!

und entspricht der Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Men-
ge. Fiir k > n definieren wir (}) = 0.

Zeigen Sie
(i) mit einer direkten Rechnung
(ii) mit einem kombinatorischen/mengentheoretischen Beweis,

dass fiir alle n € Ny und alle & € Ny mit &k < n die sogenannte Pascalsche Formel
n n n+1
+ =
k+1 k k+1

Beweis: (i) Fiir n € Ng und k = n gilt

(i) = ()= () + () o= () = ()

Sei nun n € N und k& € Ny mit £ < n. Dann folgt

gilt.
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(ii) Sei n € Ny, Y eine Menge mit n Elementen und P(Y) die Potenzmenge von Y.
Wir definieren P(Y)q :={S € P(Y) : |S| = d} fiir d € Ny. Dann gilt |[P(Y)q| = (7))



fiir alle d € Ng.

Sei nun n € Ny, X eine (n + 1)-elementige Menge und = € X. Dann gilt fiir
ke{0,...,n}

(1 11) = 1PC0]

= ]{s € P(X)p1:2 € SIO{S € P(X)psr 2 & S}]

- ‘{5 € P(X)pp1: € S}‘ + \{s € P(X)ps1: 2 ¢ 5}(

= [{{#1UT € P(X)ess = T € POX\ fah)e} | + [P0\ {2}
= [P(X\{z})r| + [P(X\ {z})k+41]

- (Z>+<k11)

Priasenzaufgabe 1.2 Zeigen Sie, dass auf einer Menge mit zwei bzw. drei Ele-
menten eine Korperstruktur existiert.

Beweis: Sei {a,b} = X und definiere die Addition + und Multiplikation - auf X
durch

+]lal|b
alalb
b|b]|a
und
a|b
alala
blal|b

Das neutrale Element der Addition ist das Element a. Das neutrale Element der
Multiplikation ist das Element b.

Fiir X = {a,b, ¢} definieren wir Addition und Multiplikation durch

+|la|b|c
alal|b]|ec
b|b|lc|a
clclalb
und

alblc
alalala
bla|b|c
clalc|b

Neutrales Element der Addition/Multiplikation ist gegeben durch a bzw. b.

Das Nachrechnen der restlichen Axiome eines Korpers ist dem Leser iiberlassen.

Priasenzaufgabe 1.3 Sei K ein Korper und z,y € K. Zeigen Sie folgende Aussa-
gen:



1. —(—z) ==
2. ~(z+y)=-z—y

zy=0 <= z=0Vy=0

- W

(—z)y = —zy = z(-y)
5. (=) (—y) = zy.

Beweis:

1. Es gilt (—z) + z = 0, da —z das additive Inverse von x ist. Das additive Inver-
se von —z, geschrieben —(—x) ist eindeutig (siehe Vorlesung), also folgt —(—z) = x.

2. Esgilt e+y+(—z—y) =z+y+(—2)+(-y) =z+(-2)+y+(-y) =0+0=0,
aufgrund der Kommutativitiat der Addition. Wegen Eindeutigkeit von additiven In-
versen folgt —(z +y) = —z — y.

3. Fiir jedes z € K gilt 0z = (0 + 0)z = 0z + 0z was dquivalent zu 0 = 0z ist.
Damit folgt sofort <= von 3. Sei nun xy = 0. Angenommen x # 0 und y # 0.
Dann ist xy invertiertbar mit (zy)~! = z~'y~!. Also folgt aus zy = 0 auch
1 = (zy) oy = (zy)~'0 = 0, aber 0 # 1. Demnach ist unsere Annahme, dass
x # 0 Ay # 0 falsch, also muss x = 0V y = 0 gelten.

4. Es gilt 2y + (—2)y = (z — 2)y = Oy = 0, nach der Eindeutigkeit von additiven
Inversen folgt —zy = (—z)y. Da die eben gezeigte Aussage fiir alle z,y € K gilt
folgt auch z(—y) = (—y)x = yx = zy.

5. BEs gilt (—2)(—y) = —(z(—y)) = —(—=zy) = xy wobei das erste und zweite
Gleichheitszeichen aus 4. folgt und das dritte aus 1..

Prisenzaufgabe 1.4 In Prisenzaufgabe 0.6 wurde der Betrag |x| einer beliebigen
rationalen Zahl z € QQ definiert. Zeigen Sie, dass fiir =,y € Q folgende Ungleichungen
gelten:

[z +y| < =]+ [yl-
und

|z = [yl] < |z —yl.

(Hinweis: die erste Ungleichung wird ” Dreiecksungleichung” genannt, die zweite iimge-
kehrte Dreiecksungleichung”)

Gilt auch ||| — |y|| < |z +y|?
Beweis:

Fiir x € Q gilt || = max{z, —z}, denn ist > 0 so gilt |z| = 2 = max{x, —x}. Ist
x < 0 so gilt per Definition |z| = —2 = max{z, —z}. (Mit dieser Darstellung des
Betrags ist es sehr leicht zu zeigen, dass |z]| < (<)y <= —y < (<) z < (L) y fir
alle y € Q, was in der Loésung von Prisenzaufgabe 0.6 verwendet wurde)

Damit folgt £z < max{z, —z} = |z|.

Wir merken an, dass fiir a,b,c € Q mit ¢ > b die Ungleichung a + b < a + ¢ folgt,
da sie dquivalent zu 0 < (a4 ¢) — (a +b) = ¢ — b, also zu ¢ > b ist.



Nun zur Dreiecksungleichung:

Fiir alle z,y € Q ergibt sich
z+y <l|o|+y <[z + |yl

und
—(r+y)=—z—-y<l|r| -y <|z]+]y|

und somit
|z +y| = max{z + y, —(z + y)} < |z[ + [y].

Fiir den Beweis der umgekehrten Dreiecksungleichung seien wieder x,y € Q.
Dann gilt nach der eben gezeigten Dreiecksungleichung

lz] =z —y+yl <|z—y|+ |yl

was dquivalent zu
|| = |yl < [z -yl

ist und
lyl=ly—z+z| < |y — 2|+ |z].

was dquivalent zu
(el =1lyl) = lyl = [z < |y — 2| = |z —y|

ist. (Die letzte Gleichheit folgt, da | — z| = max{—=z, (—(—2))} = max{z, —z} = |7]
fir alle z € Q gilt.)

Damit gilt aber
||z = lyl| = max{|z| — |y[, = (=] = [y} < |= —yl.
Die Ungleichung |\x| - |y\| < |z + y| gilt auch fiir alle z,y € Q, denn
Iz = 1yl| = [lz] = | = 9l| < & = (=y)| = |z + ]

nach der umgekehrten Dreiecksungleichung.




