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10. Hausaufgabenblatt - Losungen

Hausaufgabe 10.1 Welche der folgenden Grenzwerte existieren (in R oder als
uneigentliche Grenzwerte +00)? Geben Sie den Grenzwert, falls er existiert, an.
Begriinden Sie Thre Antwort.
1. im0 f(x), wobei f: R\ {0} - R,z — % (Hinweis: aus der Vorlesung
ist bekannt, dass lim,_.g PxT_l =1)

2. limy 0 g(x), wobei g : R\ {0} = R,z — sin(z)

2

in 1
3. limy_y3 h(z), wobei h: R\ {3} — R,z %
cosh( 725

= |

4. limgqosin(L)

In(z?)

5. hmxio -

6. limg, % cos(z) — 4

. sinh(z)
7o limg o —
.2
. 1 +x+1
8. limy oo o sny

9. lim, 0 f(x), limy_y, f(z) (wobel zy € R\ {0} beliebig ist), lim, ,o f(z),
wobei
22 zeQ

f:R—>R,x»—>{O s eR\Q

(Hinweis: Verwenden Sie, dass Q = R = R\ Q, wobei A den Abschluss einer
Menge A C R bezeichnet.)

Losung:1. Fiir x # 0 gilt

T—e™® e—1+1—-e" -1 e*"”—lie‘”—lJre*z—l
T B z o z @ -

(&

Aus der Vorlesung ist bekannt (siche Beweis Bsp. 3 - Differenzierbarkeit der e Funk-

tion), dass % — 1 fiir z — 0. Damit gilt auch %;1 — 1 fiir x — 0. Nach obiger
Formel folgt

lim =% —141=2
x—0 €T
2. Wir wissen bereits, dass lim;_,q % = 1 (siehe Bsp. Grenzwertbegriff). Dann
gilt
in(1 in(1
sm(l/n) _ nsm(l/n) 01— oo
nZ n

fiir n — oco. Allerdings gilt auch

sin(:l/n) _ 7nsin(f}/n) & o1 e —oo

—n)? n




sin(x)
22

Dementsprechend existiert lim,_.q weder eigentlich noch uneigentlich.

3. Fiir x € R gilt

sinh(z) € -1 1-—e

cosh(z) €2 +1 1+e 2@
(sieche Beweis von PB 9.2.7). Demnach gilt

sinh (fg) Gt g
= lim = =

lim . = =1
13 cosh (%) T3 ezm +1 0+1
und
sinh (Z%) 1_e 255 1=
lim 2/ —lim——¢ _1=0

Zi?’cosh(%_g) zTSl_;'_e*Qﬁ_l—FO:

demnach existieren zwar die linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwerte, sind aller-
dings unterschiedlich, also existiert der beidseitige Grenzwert nicht.
1

4. Sei z,, := — % i fir n € N. Dann gilt x,, — 0 fiir n — oo, aber
2

. ( 1 ) ) T -1 me?2N
sin { — | = sIin (— (*-i-’]'('n)) = s
Tp 2 1 n € 2Ng +1
somit ist die Folge (sin(1/zy))nen alternierend, womit der Grenzwert lim,4o sin(1/z)
weder eigentlich noch uneigentlich existiert.

5. Es gilt lim, o In(z) = —o0, da In(e”) = z fiir alle z € R und da x +— €” eine strikt
mononoton wachsende Bijektion von R — R+ ist mit lim,_,_ ., e = 0. Demnach
gilt

In(z? 1
lim n(’) = lim — limln(x2) =400 ((—1)o0) = —o0.
zl0 xT zl0 T z/0

6. Fiir x # 0 gilt
0< 71 3(x)
xcosac

1 1

< +—Jcos(z)]| < — =0
Ed ||

fiir z — oco. Somit folgt

1
lim —cos(z) —4=0—4=—4.

T—00 I
7. Es gilt lim,_, e: = —lim, .o % = —o0, da e* > % fiir alle n € N und alle
z > 0. Demnach gilt
inh le* —e™® 1e® le ™™
lim o (z) = lim - % = lim -% — lim -—— =0—(—00) = oc.
T——00 x z——00 2 T r——00 2 T r—=—00 2 T

8. Fiir x # 0 gilt

i +r+l it itk .
—224+5r+1 -1+24 1L -1

fiir x — oo.



9. Sei € > 0 und 6 := ¥e. Dann gilt fiir alle z € R mit |z — 0| = |z| < § die
Abschétzung

lz|> z€Q 3 _ 3
£@) ~ F@)] = 17(@) {0 LR g Sl =e
Also ist f stetig in x = 0, womit lim,_,o f(z) = 0 gilt. Sei nun 2o € R\ {0},
(zn)nen eine Folge in Q mit x,, — x( fiir n — 0o und (Y, )nen eine Folge in R\ Q
mit y, — @ fiir n — oo. Dann gilt fiir jedes n € N, dass f(x,,) = 23> und f(y,) = 0.
Da R = R,z — 23 stetig ist, gilt f(z,) = 22 — 2} fiir n — oo. Offensichtlich gilt
f(yn) =0 — 0 fiir n — co. Somit folgt

flwn) = 5 # 0 < f(yn)

fir n — oo. Da beide Folgen gegen x(y konvergieren, aber unterschiedliche Grenz-
werte haben, ist f nicht stetig in xg, was dquivalent dazu ist, dass der Grenzwert
lim, ., f(z) nicht existiert. Sei nun z € Q und y € R\ Q mit z > 0 und y > 0.
Dann gilt na — oo und ny — oo fiir n — oco. Aber nx € Q und ny € R\ Q fiir jedes
n € N. Somit gilt

f(nz) = (nz)® = 230 - 400

und
f(ny)=0—0

fiir n — oco. Damit existiert lim,_,, f(z) weder eigentlich noch uneigentlich.
Hausaufgabe 10.2

1. Sein € Nund a,_1,...,a9 € R. Zeigen Sie, dass

lim 2" + ap_12" 4+ -+ a1z + ap = 0
Tr—r 00

und
lim 2"+ ap_12" '+ -+ a1z +ag = (—1)"c0.
Tr—r—00

2. SeiceC,DCR, f:D— Cund zg € D. Zeigen Sie, dass

lim f(z) =c

T—rT0o

genau dann wenn

f(zo) =c¢ A lim f(z) =c A lim f(x) =c.

xTxo xlxo

Beweis: Es gilt

. 1 1 1 1
lim {14+ap1—+ap2—5+ +ta——F+a— | =
x x x x

T—r 00

Sei (z)nen eine Folge in R mit xp — oo fiir k — oo (0.B.d.A sei zy # 0 fiir alle
k € N), so existiert ein kg € N, sodass fiir jedes n € N mit k& > kg

1+ Ly e da— bap— ) > 2
Ap—1— Ap—2—5 a ag— -
n I-Tk n 2517% 1IZ_1 Oxz =9



gilt. Ist C' > 0 beliebig, so existiert ein k; € N, sodass z} > 2C fiir jedes k > k; (da
xp — oo und somit z} — oo fiir k — 0o) Sei nun ky := max{ko, k1 }. Dann gilt fur
jedes k > ko, dass

" n—1 o 1 1 1 1
$k+&n_1$k +"‘+a1$K+a0—1‘k 1+an_17+0¢n_272+"‘+&1ﬁ+a07
T xz, z x}

1
>20-=C.
> C’2 C
Da C > 0 und die Folge (zx)ken mit z — oo beliebig war, folgt

lim 2"+ ap_12" 4+ a1z + ag = .
Tr—r00

Fiir den zweiten Teil von 1. sei ay := (—1)ay, fiir & € {0,...,n — 1}. Dann folgt

= lim z"+ap_12" '+ +arz+ap
r—r—00

= lim (—2)" + an_1(—2)" '+ +ai(—x) +ao

xr—r o0
= (~1)" lim " + (=) lap_12" 4 4 (=) VDaga + (1) ag
= (=1)" lim 2™ 4+ ap_12" -+ a1z + ao
Tr—r00

=(-1)"c0
nach dem ersten Teil von 1. Damit folgt 1. insgesamt.

2. Gilt lim,_,,, f(z) = ¢, so gilt per Definition des Grenzwertes f(x,) — c fiir
n — oo fiir jede Folge (2, )nen in D mit x,, — xg. (%)

Ist (@ )nen eine Folge in DN (—o0, o) (bzw. in DN (xg, 00)) mit =, — xo. Dann gilt
nach (x) f(z,) — ¢ fiir n — co. Somit folgt (per Definition!) limyt,, f(x) = ¢ (bzw.
lim,|,, f(xz) =¢). Daxg € D, also im x( in der Definitionsmenge von f liegt, muss
f(zn) — c fiir n — oo auch fiir die konstante Folge (2, )neny mit z, 1= z9(n € N)
gelten. Aber in diesem Fall gilt f(z¢) = f(z,) — ¢ fiir n = oo und somit f(zg) = c.

Es gelte nun
f(zo) =c A lim f(z) =c A lim f(z) =c.
zTxo zlxo

Sei (zy,)nen eine Folge in D mit z, — xo fiir n — co. Angenommen es ist x,, >
(bzw. x, < x¢) fir nur endlich viele n € N, so folgt aufgrund von f(z¢) = ¢ und
limgtg, f(2) = ¢ (bzw limg,, f(z) = ¢, dass f(z,) — ¢ fir n — oo. Sei nun
T, > xg fiir unendlich viele n € N und x,, < x¢ fiir unendlich viele n € N. Sei
(Zn,, )ren die Teilfolge von (z,,)necn bestehend aus allen Folgenglieder x,, mit x,, <0
und (ym, )ren die Teilfolge von (z,)nen bestehend aus den Folgengliedern x,, mit
Zp > xg. Dann wissen wir bereits, dass f(zn,) — ¢ und f(ym,) — c fiir & — .
Somit gilt aber auch f(x,) — ¢ fiir n — oo.

Hausaufgabe 10.3 Seien a,b € R mit a < b, f : [a,b] — R stetig mit f(a) > a
und f(b) < b. Zeigen Sie, dass ein x € (a,b) existiert mit f(x) = z (Hinweis: Wen-
den Sie den Zwischenwertsatz auf die Abbildung F : [a,b] — R,z — f(z) — = an).

Beweis: Sei F(z) := f(z) — z fiir « € [a,b]. Dann gilt nach Voraussetzung
F(a)=f(a)—a>0

und

F(b) = f(b) —b< 0.



Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein = € (a, b) mit
0=F(x) = f(z) — .

Dementsprechend gilt fiir eben dieses = € (a,b) die Identitét f(x) = x.

Abgabe der Hausaufgaben bis zum Sonntag den 07.01.2024, 23.59 Uhr in Panda.



