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10. Prasenziibungsblatt - Losungen

Priasenzaufgabe 10.1 Zeigen Sie mit Hilfe der Ableitungsregeln, dass die folgen-
den Funktionen differenzierbar sind und berechnen Sie deren Ableitung.

L sinh: R — R,z — €=

e“+e ”

2. cosh: R = R,z — =5

3. f:R— R,z (32° + 222 + 2 + 1) cosh(e®)e@”)

. 1))
4. g:R\{0} = R,z — s,

Losung: Bemerkung: Ist ¢ € C und h : U — C differenzierbar in U (U C R offen),
dann ist auch ch differenzierbar in U mit Ableitung ch’ (Produktregel).

1. und 2.: z — e® und = — —x sind differenzierbar auf R, mit Ableitungen x +— e”
(siche VL) und # — —1 (Bemerkung + Bsp. VL). Nach der Kettenregel ist auch
x — e~ 7 differenzierbar auf R mit Ableitung x — —e™*. Damit sind sinh und cosh
als Summen differenzierbarer Funktionen differenzierbar. Fiir die Ableitung ergibt
sich

e —e *(-1)

sinh(z)" = — = cosh(x)

und sy gmo(_1
cosh(z)" = %(_) = sinh(z)

(Das beweist auch, dass sinh und cosh unendlich oft differenzierbar sind).

3. Polynomfunktionen sind nach der Bemerkung, als Summen von differenzierbaren
Funktionen differenzierbar in R. Nach 2. und der Kettenregel ist auch cosh(e”)
differenzierbar und ebenfalls nach der Kettenregel it (@) differenzierbar. Nach der
Produktregel ist f differenzierbar mit Ableitung

f(x) = (922 + 4z + 1) cosh(er)e(zz) + (323 +22% + . + 1)(sinh(ex)eze(zz) + cosh(ez)e(IQ)Zm)
= (62" + 42 + 1122 + 62 + 1) cosh(ez)e(‘”Q) + (32% 4 222 + £ + 1) sinh(e®)e® @),

4. f ist differzierbar auf R nach 3. und 1/2? ist differenzierbar in R\ {0}, da
1/z differenzierbar auflerhalb der Null ist und nach der Kettenregel. Zusitzlich ist
2% + 22 + 1 differenzierbar in R und nimmt auf R nicht den Wert Null an. Demnach
ist g nach der Quotientenregel differenzierbar in R\ {0} mit Ableitung

Sy = DU B+ +1) — (/a4 + 20

(x% 4+ 22 +1)2

Prasenzaufgabe 10.2 Zeigen Sie, dass die Funktion

FRORzo z?sin() z#0
' ’ 0 z=0



differenzierbar ist. Zeigen Sie anschlieffend, dass die Ableitung f’ nicht stetig ist.

Beweis: Nach HA Blatt 11. ist sin differenzierbar in R mit sin’ = cos. Nach den
Ableitungsregeln ist f differenzierbar in R\ {0} mit Ableitung

f'(x) = 2z sin(1/x) 4 2* cos(l/x)(—l)% = 2zsin(1/z) — cos(1/x) (z #0).
Fiir « # 0 ergibt sich

f(xgi : 5(0) _ 2 sin(lx/x) -0 — wsin(1/z) = 0

fiir « — 0, da |sin(z)| <1 fiir alle € R gilt. Demnach ist f differenzierbar in x = 0
mit f/(0) = 0, also ist f differenzierbar in R mit Ableitung

i J2xsin(l/x) —cos(l/z) = #0
fle) = {0 z=0.

Die Funktion f’ ist aber nicht stetig in x = 0, da fiir die Nullfolge (z,)nen mit
r, = - fiir n € N die Bildfolge

1 1
f'(xn) sin(nm) — cos(nm) 0 — cos(nm) = (—1)

divergent ist und somit nicht gegen f(0) konvergiert.

Priasenzaufgabe 10.3 Zeigen Sie, dass die Wurzelfunktion

vV iRso =Rz Vv
differenzierbar ist, mit Ableitung
1
21’
Ist f’ erneut differenzierbar? Berechnen Sie anschlieend noch die Ableitung der

. cosh(1/z
Funktion g : R\ {0} - R,z — %

(V) :Rso =Rz —

Beweis: Sei zg,x € Ry mit x # xy. Dann gilt

VE-T _ i ym 1 1

20 (VT VE)(WItvam) VIt yE | 2ya

fiir x — x0, da die Wurzelfunktion stetig in R>o und 1/z stetig in R\ {0} ist.

Nach der Kettenregel ist auch f’ : R-o — R differenzierbar mit Ableitung f(?)(z) =

1 =
-7 V SUS.
Die Funktion in g ist differenzierbar nach den Ableitungsregeln mit Ableitung

P S— 1)L (2 _
2 cosh(1/x) Slnh(l/x)( 1)362(1' +1) COSh(l/:C)QI

T —
g'(x) = zt 422241

Prasenzaufgabe 10.4 Zeigen Sie, dass die Funktion



x#0

—k
FIRORz— ST
0 z=0

unendlich oft differenzierbar in R ist mit f(™)(0) = 0 fiir alle n € Ny

(Hierbei bezeichnet £ (n € Np) die n-te Ableitung von f, also f(©) := f und
f(n+1) . (f("))’ fiir n € Np).

Beweis:

Wir zeigen per Induktion iiber n € Ny, dass f n-mal differenzierbar ist mit

f<n>(x>:{pn<;>e 7 a A0

0 x=0"

wobei p,, eine reellwertige Polynomfunktion ist.
Fiir n = 0 ist die Aussage trivialerweise mit po(z) = 1 wahr. Sei die Behauptung
nun fiir ein n € Ny gezeigt. Dann ist f(™ auf R\ {0} per Induktionsvoraussetzung

gegeben durch p, ((1/ x))efm%, wobei p, : R — R eine reellwertige Polynomfunktion
ist. Nach der Produkt - und Kettenregel ist f(™ auf R\ {0} differenzierbar mit
Ableitung

1 _ _a_ 1
= 1, (1/2)(~1) 3¢ + pa(1/2)e 2
1 , 1 S
= (2001/2) =5 — B (1) 5 ) 7=
_a
= pn+1(1/1‘)6 =%,
wobei py,41 die reellwertige Polynomfunktion bezeichnet, welche gegeben ist durch
Pri1(z) = 2ppa® — pla? (r € R).

Wir zeigen nun noch, dass f(™) auch differenzierbar in 2 = 0 ist mit f(**9(0) = 0.
Per Induktionsvoraussetzung gilt

(n) () pn(%)e_l‘% z#0
() {O 0

mit einem Polynom von Grad < m € Ny. Da e™* < kz'%k fiir alle z > 0 und alle
k € Ny gilt fiir alle z # 0 und N € N mit N > ™!

[ (@) — £ (0) ‘ B ’ 1

—pa(1 —
z—0 xpn( /) ‘e

N|z|?N

1
< | =
<|3mat1/a)
= N!|pn(1/ar:)||:13|2N_1 —0

fir z — 0, da N > 2 <= 2N — 1 > m > deg(py). Damit folgt die Induktions-
behauptung.




