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11. Hausaufgabenblatt - Losungen

Hausaufgabe 11.1 Zeigen Sie mit Hilfe der Ableitungsregeln, dass die folgenden
Funktionen differenzierbar sind und berechnen Sie deren Ableitung.

(Hinweis: Die Differenzierbarkeit der Wurzelfunktion Vo R<9 — R mit Ableitung

vV i Rso 2> Rz ﬁ darf verwendet werden (siehe Présenzaufgabe 10.3))
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1. sin: R— R,z —

ix

2. cos:]R—)R,:cn—)em%e_
3. f:Rsg = Rz (2% — 2 4 1) sin(x)eV®

4. g:Ryg >Rz — w4igrx2)+1.

5. h:RoRzr ——1
2422 +4sin(z)?

Losung:

1. und 2.: Die Funktionen [z +— €] und [z — e~**] sind laut Vorlesung differenzier-
bar in R mit Ableitung [z + ie**] und [z — —ie~*]. Demnach sind auch sin und
cos als Summen von differenzierbaren Funktionen differenzierbar. Fiir die Ableitung
ergibt sich ' _ _ _
, _ ielT — (72')6711 _ el +677,:n _
sin’(z) = B = ) = cos(x)

fir alle x € R und

cos'(x) = =i = - _ = —sin(x)
fiir alle x € R. Damit sind sin und cos unendlich oft differenzierbar.

3. /x ist diffbar in R nach PA 10.3. Da exp diffbar in R ist, ist eV? ebenfalls
diffbar in R+ nach der Kettenregel. sin ist diffbar in R nach 1., also auch in R<g.
Polynomfunktionen sind ebenfalls diffbar in R, also auch in R . Nach der Produkt-
regel ist also f diffbar. Die Ableitung ist

1
f(z) = (42 — 322) sin(z)eV? + (2 — 2% + 1) (cos(az:)e‘/E + sin(x)eﬁ> .
2z
4. f ist diffbar in Rwg nach 3.. [z +— 2* + 2% + 1] ist diffbar in R, also auch in R+

und nimmt auf R niemals den Wert Null an. Nach der Quotientenregel ist %
diffbar mit Ableitung

( f(x) )'_f’(m)(z4+$2+1)—f(x)(4563+2x)
(E4+CE2+1 - (l'4+$2+1)2

5. Nach 1. und den Ableitungsregeln ist [z — 2 + 22 + sin(x)?] diffbar in R und
nimmt nur Werte in [2,00) an. Nach der Kettenregel ist [z — /2 + 22 + sin(x)?



diffbar in R. Zusétzlich gilt /2 + 22 +sin(z)2 > v/2 > 0 fiir alle 2 € R. Nach der
Quotientenregel ist [z — \/ﬁ dlffbar mit Ableitung

!/
1 2+ a2+ sin(x)2/
27 22 1 sin(@)? Tt
1 .
B W(QJJ + 2 Sln(.’l;) COS(Q?))
2 + 22 +sin(x)?
1 22+ 2sin(x) cos(z)
2./(2+ 22 4 sin(x)2)3

Hausaufgabe 11.2 Zeigen Sie, dass die Funktion
[ R—=> Rz x|z

differenzierbar ist. Zeigen Sie anschlieflend, dass die Ableitung f’ stetig, aber nicht
differenzierbar ist.

Beweis: f(z) = 22 fiir alle z > 0 und f(z) = —2? fiir alle < 0. Also ist f
differenzierbar auf der offenen Menge R\ {0} mit f'(x) = 2z fiir > 0 und f/(z) =
—2z fiir x < 0. Sei nun z # 0. Dann gilt

flz) = f(0) ||
z—0 T

fir # — 0. Damit ist f auch in 0 differenzierbar mit f'(0) = 0. Demnach ist f
differenzierbar in R mit Ableitung

2z x>0
f@)y=< -2z 2<0=2z
0 z=0

Die Funktion z + 2|z| iststetig aber nicht differenzierbar in « = 0, da sonst auch
die Funktion = +— |z| differenzierbar in x = 0 wére. In der Vorlesung wurde jedoch
gezeigt, dass die Betragsfunktion nicht differenzierbar in x = 0 ist.

Hausaufgabe 11.3 In der Vorlesung wird gezeigt werden, dass log : Ryg — R
differenzierbar ist.

Berechnen Sie, indem Sie verwenden, dass log differenzierbar ist, die Ableitung
log’ : R~¢ — R. (Hinweis: Da log die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion ist,
gilt €'°2(®) = g fiir alle > 0. Differenzieren Sie nun beide Seiten dieser Identitiit
mit Hilfe der Kettenregel)

Beweis:
Nach der Kettenregel gilt

(expolog)’(z) = exp’(log(x)) log' (x) = exp(log(x)) log'(z) = zlog' (x)

fiir alle x > 0.



Die Funktion R — R,z — x hat Ableitung = +— 1. Somit ergibt sich fiir alle > 0
xlog’(z) = (expolog) () =2’ =1

was dquivalent zu
1
log'(z) = —
g (z) =~

fir alle x > 0 ist.

Hausaufgabe 11.4 Zeigen Sie, dass die Funktion

I%
fTR>Rz— © ©>0
0 <0
unendlich oft differenzierbar ist mit £ (0) = 0 fiir alle n € N.

(Hierbei bezeichnet f() (n € Ny) die n-te Ableitung von f, also f(® := f und
f(n+1) = (f("))’ fiir n € Np).

Beweis:

Wir zeigen per Induktion iiber n € Ny, dass f n-mal differenzierbar ist mit

£ (@) = {”"(3@)6 -

0 x<0’

&8
m""

wobei p,, eine reellwertige Polynomfunktion ist.
Fiir n = 0 ist die Aussage trivialerweise mit po(z) = 1 wahr. Sei die Behauptung
nun fiir ein n € Ny gezeigt. Dann ist (™ auf (0,00) per Induktionsvoraussetzung

gegeben durch p, ((1/ a:))e_m%, wobei p,, : R — R eine reellwertige Polynomfunktion
ist. Nach der Produkt - und Kettenregel ist f(™ auf (0,00) differenzierbar mit
Ableitung

1\’ 1
f”+1(z) = (pn o ) e 2 ern(l/z)e_”%Q*
T

1 .1
/ - —_——
:pn(l/x)(—l)?e 22 +pn(l/z)e” =2 2E

1 , 1 _a
= (2a1/0) 5~ 1) 5 )
= pn+1(1/x)eiﬁ7
wobei p, 41 die reellwertige Polynomfunktion bezeichnet, welche gegeben ist durch

Pri1(z) = 2ppa® — pla? (r € R).

Auf (—00,0) ist f() per Induktionsvoraussetzung konstant Null, also differenzier-
bar mit £+ (z) = 0 fiir x < 0.

Wir zeigen nun noch, dass f(™) auch differenzierbar in 2 = 0 ist mit f(**9(0) = 0.
Per Induktionsvoraussetzung gilt

0 <0

.



mit einem Polynom von Grad < m € Ny. Da e™® < kl- fiir alle z > 0 und alle
k‘ENOgiltfijraullear:>0undNeNmitN>mT+1

1 (@) = £0(0)
z—0

\ - ‘ipnu/x)

_ 1
e =?

Nz 2N

1
<|Zp,(1
<|3ratifa)
= Nlip,(1/2)||z[*N "1 = 0

fir z | 0, da N > mT“ <= 2N — 1> m > deg(p,). Damit folgt

i @) = 1 (0)

zl0 x—0

=0.

Offensichtlich gilt
fO @) = fM) . 0-0

lﬁrol z—0 :lxl%x—():o'
und somit - ) n) )
n _ n n _ n
i L@ =) ) /(0
z10 z—0 z10 x—0

was wiederum #dquivalent zu

o £ @) = £0(0)

x—0 rx—0 :O

ist. Damit ist f(") in 0 differenzierbar. Insgesamt ist f(™ in R differenzierbar mit
Ableitung

£ () = Pnt1(l/z)e” =2 r>0
0 <0

Damit ist f unendlich oft differenzierbar ist mit £ (0) = 0 fiir alle n € Ny.

Abgabe der Hausaufgaben bis zum Samstag den 14.01.2024, 23.59 Uhr in Panda.



