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13. Prasenziibungsblatt - Losungen

Priasenzaufgabe 13.1 Berechnen Sie die folgenden Integrale

1. f:p(x) dzx, wobei a,b € R und p(z) = 3°7_, ajz? mit n € No und a; € R fiir
alle j=0,--- ,n.

2. fol 22 +/1—xde
3. fo% tan(z) dz

4. f04 eV dx

5. [, @%cos(z) da

6. fol 23V1+ 22 dx

e log()
: fl z(log?(x)—log(x)+1) dx

EN|

Losung:

1. Eine Stammfunktion des Polynoms p ist das Polynom

P(z) =Y L _gitl,

j=03+1

Damit folgt nach dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung (im folgen-
den mit (H) bezeichnet), dass

n n

b o @i
/ p()dz = P(b) — Pla) = 3 ~S_pr+t =3 4 _gi+t

j=03+1 j=0]+1

2. Es gilt
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3. Eine Stammfunktion von tan = 32 : (—7/2,7/2) — R ist gegeben durch F(z) =

Ccos

log () : (—7/2,7/2) — R. Damit folgt

[t () e ()

= log (1) —log(1)
V2
= log(V2)

= %10{;(2).

4. Es gilt (nach Substitutionsregel (¢(x) := 22?) und partieller Integration)

4 2
/ eﬁdfc:/ e (x?) dx
0 0
2
= 2/ e xdx
0
2 2
2(6””37 —/ ezm’dm)
0 0
2
2 (262 — e’ —/ e’ 1dm)
0
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=2 (262 —e?+ eo)
=2(e? 4+ 1).

5. Nach wiederholter partieller Integration folgt
T / sin(x)3z2dx
0 0
=0-0- 3/ sin(z)z?dx
0

= (/ - sin(m)xzd:v>

0
" / cos(x)Qxdx)
0 0

/7T 23 cos(z) dz = (sin(z)z®)
0




6. Es gilt (Substitutionsregel mit ¢(x) = /z — 1)
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/0 14z clx:/1 (\/x—l)gﬁﬁdm’

(x — 1)v/zdx
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7. Es gilt (Substitutionstregel mit ¢(x) = )

ey
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_ %? arctan (\}5(2@" - D) ‘(1)

(arctan(1/v/3) — arctan(—1/v/3))

arctan(1/v/3)

Hinweis: Die Identitéat

(x2—x+1):i<<\i§x—\}g>2+l>



ergibt sich die Scheitelpunktform

(x2—m+1):<x—;)2+4.

3

und anschlieendes ausklammern von I

Prisenzaufgabe 13.2 Uberpriifen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf
Konvergenz. Geben Sie im Fall der Konvergenz den Grenzwert an.

1. fol % dz wobei o € R.

2. [° a® dz wobei a € R.
. fol log(z) dx

5. [ trda

6. [° —trdx

w

=~

Loésung:

1. Fiir e > 0 gilt

a+1
) —log(e) a=-1
{ail—aile““ a# -1
400 a=-1
— %4—1 a>—1

fiir € | 0.
2. Fir y > 0 gilt

a=-1

y
Y log(x)
/ x%dx = ) «1%1 y
1 i ’1 a#—1

{log(y) a=-1

%_Hycwrl_%“ 0475—1
400 a=-—1

— { +o00 a>—1
-1 a< -1



fir y — 4o0.

3. Fiir € > 0 gilt nach L'Hopital

1 1
/ log(z)dx = (zlog(z) —x)| =—1—clog(e)+e——-1-0+0=-1

fiir € J 0.

4. Fiir 0 < 2 <1 gilt 0 < sin(z) < @, also auch Sinl(w) > 1. Somit folgt nach 1. mit
a=-—1

Y
/ - dz > /xildx — +00
e sin(z) e
fir e | 0.

5.Fﬁrx21gilt%:$S%H.Damitfiiry>1:

L v oz v1 1
d > d > *d = — —1) >
/oxﬂx—/l x+1””—/12x gl = 1) = oo

fiir y — oo (Die Divergenz folgt auch sofort aus lim, e ;57 = 1(> 0)).




6. Fir y > 1 gilt
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fiir y — oco. Um auf die vierte Gleichheit zu kommen, wihlt man den Ansatz

1

a br +c

z+tD@2—z+1)

und 16st die Gleichung nach a,b und c auf.

Prisenzaufgabe 13.3

z+1

22—z +1

1. Sei r € Ryg und f: [—r,7] — R stetig. Zeigen Sie:

Gilt f(—x) =

—f(z) fiir alle z € [—

r

r,7], S0 ist

f(z)dz =0.

-



Gilt f(—x) = f(z) fiir alle z € [—r, 7], so ist
' )= ' x)dx.
@ =2 f@

2. Sei f: R — R stetig, p € Ry und f(x + p) = f(z) fir alle x € R. Zeigen Sie,

dass fiir jedes a € R
a+p p
/ flx)dx = / f(x)dx
a 0

gilt.
Beweis:

1. Sei f ungerade, also f(—z) = —f(z) fiir alle  mit |z| < r. Dann gilt nach der
Subsitutionsregel

T

[ fwar= [ s ey

= f(=z)(=1)dx

r
T

= f(—x)dx

—-Tr

~ [ -niayas

=— ' f(z)dz,

wobei die vorletzte Gleichung aus f(—z) = —f(z) fiir |x| < r folgt. Fiir eine reelle
Zahl y ist die Identitét y = —y aber genau dann wahr, falls y = 0 ist. Damit folgt

' f(z)dz = 0.

Sei f nun gerade, d.h. f(—z) = f(z) fiir |z| < r. Dann gilt nach der Substitutions-
regel

r 0 r
fwdt= [ fyd+ / F(t)dt
. . ;
0 r
:/r f(—x)(—l)dx—i—/o Fb)dt

:/Orf(—x)dx-i-/orf(t)dt
:/Orf(x)dx-l-/orf(t)dt

= Q/OTf(t)dt.

2. Sei a € R fix. Dann gilt (x)

/Opf(w)d:c—k/paﬂf(m)dﬂc—/()a+pf(x)dw—/Oaf(x)dx—i-/aaﬂf(x)dm,



Mit ¢ : [0,a] = [p,a+pl,x— x4+ p (¢ =1) folgt (xx)

/pm flw)ds = /;() ey - / Ho) - 1de = / f@)da

da ¢(z + p) = ¢(x) fiir alle x € R. Aus (*) zusammen mit (xx) folgt

/Opf(m)dx _ /aaﬂ)f(x)dx.




